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1. Einleitung
Das Fachgebiet Soft Matter (Weiche Materie) bescha¨ftigt sich mit einer großen Klasse
von Materialien, die aus der heutigen Welt nicht mehr wegzudenken sind. Dabei beste-
hen die untersuchten Systeme typischerweise aus mesoskopischen Teilchen (Kolloiden),
deren Gro¨ße in einem Bereich von [1nm, 1µm] liegt. Letztere sind in einem Lo¨sungsmittel
gelo¨st, dessen Moleku¨le sehr viel kleiner als die Kolloide selbst sind. Aus der mesosko-
pischen Gro¨ße der Kolloide ergibt sich ein wichtiger Unterschied zu Systemen aus der
Festko¨rperforschung, na¨mlich die unterschiedliche Gro¨ßenordnung von atomaren und
kolloidalen Kristallen. Kolloidale Systeme weisen folgerichtig um 103 bis 104 gro¨ßere
La¨ngenskalen auf, welches zu um 10−12 bis 10−19 kleineren Schermodulen im Vergleich
zu atomaren Systemen fu¨hrt [24]. Kleinere Schermodule fu¨hren zu leichter deformierba-
ren,
”
weicheren“ Systemen, welches namensgebend fu¨r das Gebiet der Weichen Materie
ist. Die heutigen Anwendungsgebiete sind a¨ußerst vielfa¨ltig. Viele aktuelle Nahrungs-
mittel, Farben, Schmiermittel, etc. sind kolloidale Systeme, um nur eine kleine Auswahl
zu nennen.
Werden auf dem Fachgebiet der
”
weichen Materie“ Molekulardynamik Simulationen
genutzt, so werden zumeist aus einer gro¨ßeren Anzahl von Teilchen (Moleku¨len) be-
stehende Systeme betrachtet. Wir werden uns jedoch in dieser Arbeit auf nur ein ein-
ziges Moleku¨l, na¨mlich eine spha¨rische Polymerbu¨rste, beschra¨nken und deren elasti-
sche Eigenschaften diskutieren. Die Erforschung der elastischen Eigenschaften von Ein-
teilchensystemen soll unter anderem einem besseren Versta¨ndnis der makroskopischen
Elastizita¨tseigenschaften von Stoffen dienen. Heutzutage sind zwar die elastischen Eigen-
schaften von Systemen, die aus harten Kugeln bestehen, gut verstanden, jedoch konnte
dieser Versta¨ndnisgrad noch nicht bei Systemen aus
”
weichen“ Teilchen erreicht werden.
Letztere zeigen bei geringen Konzentrationen A¨hnlichkeiten zu Systemen bestehend aus
harten Kugeln. Mit steigender Konzentration jedoch weisen die beiden Arten von Sys-
temen stark voneinander abweichendes Verhalten auf [46]. Grundlegend hierfu¨r ist, dass
fu¨r hohe Konzentrationen die Deformation der das System bildenden Moleku¨le, bzw. ih-
re Mo¨glichkeit dazu, eine immer wichtigere Rolle fu¨r die makroskopischen Eigenschaften
des Gesamtsystems spielt. Bis jetzt ist der Zusammenhang zwischen den mikroskopi-
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schen Elastizita¨tseigenschaften eines Teilchens und den makroskopischen eines ganzen
Systems noch nicht vollsta¨ndig verstanden und stellt daher ein sehr aktives Gebiet in
der aktuellen naturwissenschaftlichen Forschung dar.
Daru¨ber hinaus spielt die Elastizita¨t einzelner Moleku¨le eine wichtige Rolle bei der Un-
tersuchung biologischer Prozesse [27, 15]. Ein Beispiel hierfu¨r ist der Verschluss von
Wunden, der durch die elastischen Eigenschaften der Blutpla¨ttchen gesteuert wird [7].
Zum besseren Versta¨ndnis der im Rahmen der vorliegenden Arbeit angewandten Kon-
zepte der Elastizita¨t wird im zweiten Kapitel zuna¨chst auf die Grundlagen der Elasti-
zita¨tstheorie eingegangen und ihre Hauptaussagen zusammengefasst. Anschließend wird
an Hand aktueller Paper ein Einblick in die Forschung auf dem Gebiet der Elastizita¨t
einzelner Moleku¨le/Teilchen sowie in die dafu¨r vorhandenen experimentellen Untersu-
chungsmethoden gegeben. Unsere Arbeit beschra¨nkt sich auf spha¨rische Polymerbu¨rsten.
Aus diesem Grund wird am Ende des zweiten Kapitels eine kurze U¨bersicht u¨ber Arbei-
ten, die sich mit letzteren bescha¨ftigen, pra¨sentiert.
Das dritte Kapitel beinhaltet eine kurze U¨bersicht u¨ber die allgemeine Verwendung
von Computersimulationen auf dem Gebiet der weichen Materie. Computersimulationen
haben sich seit ihrer ersten Verwendung 1953 in den Los Alamos National Laboratories
und der Monte Carlo Simulation von harten Scheiben [30, 31] schnell weiterentwickelt
und diversifiziert. Heutzutage bilden sie ein wichtiges Werkzeug in vielen Bereichen der
Physik. Wir werden auf Ihre Bedeutung fu¨r die weiche Materie eingehen und mit der
Molekulardynamik die von uns verwendete Form na¨her pra¨sentieren.
Im vierten Kapitel werden die Ergebnisse der von uns durchgefu¨hrten Untersuchungen
der elastischen Eigenschaften von spha¨rischen Polymerbu¨rsten vorgestellt und die ver-
wendeten Modelle diskutiert. Wir konnten sowohl den Youngschen Modul als auch die
Poissonzahl fu¨r ein mikroskopisches Objekt definieren und zeigen, dass ihre Werte im
fu¨r makroskopische Materialien physikalisch sinnvollen Bereich liegen. Letzteres ist kein
triviales Ergebnis, da sowohl die Isotropie als auch die Homogenita¨t fu¨r viele mikrosko-
pische Objekte nicht als gegeben angesehen werden kann.
2
2. Elastische Eigenschaften einzelner
Moleku¨le
2.1. Lineare Elastizita¨tstheorie
Die lineare Elastizita¨tstheorie beschreibt die Sta¨rke der Deformationen von makrosko-
pischen Objekten, wenn auf diese Spannungen wirken. Es werden mehrere Arten von
Deformationen unterschieden. Diese lassen sich in zwei Kategorien unterteilen [29]:
1. Volumenerhaltende Deformationen (nur Form des Ko¨rpers a¨ndert sich)
• Scherung
• Drillung
• Biegung
2. Potentiell volumena¨ndernde Deformationen
• Dilatation
• Kompression
Zur Charakterisierung des elastischen Verhaltens eines Objekts bzw. eines Materials die-
nen elastische Moduln, von denen nun auf mehrere na¨her eingegangen werden soll. Dabei
folgt der Gedankengang dem des folgenden Buchs der technischen Mechanik
”
Mechanics
of Materials“[2], welches auch den makroskopischen Ursprung der vorgestellten Konzepte
unterstreicht.
2.1.1. Elastizita¨tsmodul (Youngsches Modul)
Charakteristisch fu¨r die Eigenschaften eines makroskopischen Materials ist das Spannungs-
Dehnungs-Diagramm. Die Dehnung ǫ eines Ko¨rpers ist definiert durch das Verha¨ltnis
von Deformation ∆L zur absoluten La¨nge des undeformierten Ko¨rpers L0 (ǫ =
∆L
L0
). Die
Spannung σ ist die Kraft F , die auf eine Fla¨che des Ko¨rpers wirkt, dividert durch die
Gro¨ßeA dieser Fla¨che und entspricht damit der Kraft pro infinitesimalem Fla¨chenelement
3
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ε
σ
σp
εp
Abbildung 2.1.: Typisches Spannungs-Dehnungs-Diagramm eines dehnbaren Materials.
Die Grenzwerte des Proportionalita¨tsbereichs der Spannung σp sowie
der Dehnung ǫp sind eingezeichnet. Der Endpunkt der Kurve entspricht
der Bruchspannung des Materials. (Skizze nach [2])
(σ = F
A
). Anhand des Spannungs-Dehnungs-Diagramms lassen sich spro¨de und dehnba-
re Materialien unterscheiden. Wir werden uns im Folgenden auf dehnbare Materialien
konzentrieren. Dazu ist ein typisches Spannungs-Dehnungs-Diagramm in Abbildung 2.1
gezeigt. Wie zu sehen ist, fu¨hren niedrige Spannungen zu einer linearen Dehnung des
Materials. Wir wollen uns im Weiteren bei der Herleitung der einzelnen Moduln auf die-
sen Bereich unterhalb der Proportionalita¨tsgrenze beschra¨nken. Die Geradengleichung
fu¨r diesen Abschnitt entspricht dem Hookeschen Gesetz:
σ = E · ǫ (2.1)
Die Proportionalita¨tskonstante E wird als Elastizita¨tsmodul (Youngscher Modul) des
Materials bezeichnet und ist damit ein Maß dafu¨r, wie stark sich ein Material, auf
das eine Kraft wirkt, entlang der Wirkrichtung der Kraft ausdehnt bzw. kontrahiert.
Je gro¨ßer der Wert des Youngschen Moduls, desto fester ist das betrachtete Material.
Gema¨ß Gleichung 2.1 ergibt sich der Wert des Moduls wie folgt:
E ≡
σ
ǫ
=
F
A0
∆L
L0
(2.2)
4
2.1. Lineare Elastizita¨tstheorie
x
y
z
P
Abbildung 2.2.: Zylinder, auf dessen Stirnfla¨che der Gro¨ße A die Kraft P in xˆ-Richung
wirkt (Skizze nach [2]).
Das Subskript 0 bezeichnet an dieser Stelle, wie auch im Folgenden der Arbeit, eine
Gro¨ße, die im undeformierten Zustand gemessen wurde.
2.1.2. Poissonzahl
Fu¨r die Herleitung der Poissonzahl betrachten wir aus Gru¨nden der Einfachheit einen
Quader, da dieser wohldefinierte Fla¨chen hat, auf die Kra¨fte wirken ko¨nnen. Es wirke
in x-Richtung die Spannung σx =
P
A
auf die Stirnfla¨che parallel zur y-z-Ebene, wie in
Abbildung 2.2 skizziert. Dies geht, wie im vorangegangenen Abschnitt 2.1.1 besprochen,
mit einer Dehnung ǫx =
σx
E
einher. In y- bzw. z- Richtung wirke keine Spannung auf
den Ko¨rper. Dies heißt jedoch nicht, dass keine Dehnungen in diesen Achsenrichtun-
gen auftreten. Man denke an einen Radiergummi, auf dessen Oberfla¨che man mit dem
Daumen dru¨ckt. Dies fu¨hrt zu einer Kompression in der Wirkrichtung der Kraft und
zu einer Ausdehnung des Radiergummis in die beiden zur angewandten Kraft senkrecht
stehenden Raumrichtungen des Koordinatendreibeins. Damit gilt ǫy, ǫz ≥ 0.
Zur Definition der Poissonzahl mu¨ssen nun zwei Annahmen getroffen werden [2]:
1. Homogenita¨t des betrachteten Materials: Diese besagt, dass die elastischen Ei-
genschaften des Materials an jeder beliebigen Stelle exakt gleich sind. Letzteres
haben wir bereits ohne na¨here Erla¨uterung bei der Definition der Spannung impli-
zit vorausgesetzt, da diese genau genommen in jedem Punkt der Fla¨che unabha¨ngig
definiert werden mu¨sste. Die obige Definition σ = P
A
gilt demnach nur fu¨r homo-
gene Materialien.
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2. Isotropie des Materials: Die mechanischen Eigenschaften des Materials sind un-
abha¨ngig von der betrachteten Raumrichtung. Eine Kompression eines Radiergum-
mis in x-Richtung fu¨hrt demnach zu einer gleich großen Dehnung des Materials in
y- und z-Richtung. Demnach gilt fu¨r die obige Betrachtung: ǫy = ǫz ≥ 0.
Die Poissonzahl ν ist fu¨r homogene, isotrope Materialien definiert als das Verha¨ltnis von
lateraler zu axialer Dehnung und la¨sst sich somit fu¨r eine Kraft in x-Richtung schreiben
als:
ν = −
ǫy
ǫx
= −
ǫz
ǫx
(2.3)
Verallgemeinert man die oben gezeigten Ideen und leitet im Rahmen der linearen Elasti-
zita¨tstheorie ein verallgemeinertes Hookesches Gesetz her, das gleichzeitige Spannungen
an mehreren Achsen zula¨sst, so kann ein Ausdruck hergeleitet werden, der den Youngs-
chen Modul E und die Poissonzahl ν mit dem Kompressionsmodul K = −V dσ
dV
eines
Stoffes verknu¨pft:
K =
E
3 (1− 2ν)
(2.4)
Das Kompressionsmodul beschreibt die Volumenantwort eines Materials auf eine Vera¨n-
derung des homogenen Drucks. Die detaillierte Herleitung von Gleichung 2.4 ist in [2]
gezeigt. Dieses Ergebnis ist fu¨r uns interessant, da sich darin die Verknu¨pfung der elasti-
schen Moduln untereinander zeigt und sich daraus der fu¨r homogene, isotrope Materiali-
en gu¨ltige Wertebereich der Poissonzahl herleiten la¨sst. Ein stabiles Material, das einem
zunehmendem hydrostatischem Druck ausgesetzt wird, verringert sein Volumen. Die ist
gleichbedeutend mit einem positiven Kompressionsmodul K > 0. Auch der Youngsche
Modul ist im Gu¨ltigkeitsbereich des Hookeschen Gesetzes, in dem es definiert ist, eine
positive Gro¨ße. Dementsprechend folgt aus:
K =
E
3 (1− 2ν)
und E ≡
σ
ǫ
> 0
ν <
1
2
(2.5)
Ihrer Definition entsprechend ist die Poissonzahl jedoch gro¨ßer als Null. Demnach ist
der physikalische Wertebereich der Poissonzahl eines makroskopischen homogenen und
isotropen Objekts gegeben durch:
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0 < ν <
1
2
. (2.6)
Dass dieser Wertebereich nicht alleine in der Makroskopie des Materials begru¨ndet liegt,
kann man daran erkennen, dass makroskopische Materialien existieren, die einen Wert
der Poissonzahl im Bereich 0 < ν < 1 aufweisen. Diese werden als auxetisch bezeichnet
und weisen eine scharnierartige Struktur auf [22].
2.1.3. Schermodul
Ein weiteres elastisches Modul, welches vor allen Dingen auch ha¨ufig in Experimenten
Betrachtung findet, ist das Schermodul G. Dieses spiegelt a¨hnlich wie der Youngsche
Modul die Antwort auf eine uniaxial auf einen Ko¨rper wirkende Spannung wider. In
diesem Fall steht die Spannung jedoch nicht senkrecht auf der Fla¨che an der sie angreift,
sondern parallel zu dieser. Des Weiteren wirken immer Spannungspaare gleichen Betrags
aber entgegengesetzter Richtung auf sich gegenu¨berliegende Fla¨chen. Betrachten wir
einen Kubus, so fu¨hrt eine Scherspannung zum U¨bergang in ein Parallelepiped. Die
Scherspannung τyx in xˆ-Richtung an eine Fla¨che mit Normale nˆ = yˆ fu¨hrt demnach zu
einer Kippung aller zur Angriffsfla¨che senkrechten Kanten um den Winkel γxy [29]. Das
Schermodul G ist wie das Youngsche Modul als Proportionalita¨tskonstante zwischen
Scherspannung und Scherdehnung definiert:
τxy = Gγxy τyz = Gγyz τzx = Gγzx (2.7)
(Es gilt nach Konstruktion immer τij = (1 − δij)τji, mit dem Kronecker-Delta δij und
i, j ∈ [x, y, z].)
2.1.4. Zusammenhang der elastischen Moduln
Die Ausfu¨hrungen in den vorangegangenen Abschnitten ko¨nnten den Eindruck erwe-
cken, dass zur vollsta¨ndigen Beschreibung der elastischen Eigenschaften eines Materials
drei Moduln von No¨ten sind: Youngscher Modul, Poissonzahl und Schermodul. Dies ist
jedoch nicht der Fall, wie folgende U¨berlegungen zeigen. In Abbildung 2.3 ist die gleich-
zeitige Scherung eines Kubus in xˆ- sowie in yˆ- Richtung gezeigt. Die Scherkra¨fte lassen
sich zu gleichen Betra¨gen in zwei Teile aufspalten und in die Eckpunkte (A,B,C,D) des
Kubus verschieben. Die sich daraus durch Superposition ergebenden Kra¨fte sind Schub-
7
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Abbildung 2.3.: Zusammenhang zwischen Scherkra¨ften und Schub- bzw. Zugkra¨ften. Je-
de Scherkraft (schwarz) wird auf die jeweiligen Ecken zu gleichen Be-
tra¨gen aufgeteilt (schwarz gestrichelt). Die sich daraus ergebenden, an
den vier Kanten (A,B,C,D) des Kubus angreifenden Schub-bzw. Zug-
kra¨fte fu¨hren zur selben Deformation des Kubus wie die Scherkra¨fte (An-
nahme: Die Deformationen sind klein im Vergleich zu den Seitenla¨ngen
des Kubus.). Das resultierende Parallelepiped ist strichliert in gru¨n ein-
gezeichnet. (Abbildung nach [29])
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bzw. Zugkra¨fte, die an den in zˆ- Richtung liegenden Kanten des Kubus angreifen [29].
Im Rahmen der linearen Elastizita¨tstheorie sind die durch Scherung bzw. durch Stau-
chung/Streckung erzeugten Deformationen dieselben, solange letztere klein gegenu¨ber
den Seitenla¨ngen des Kubus sind. Daraus la¨sst sich ein Zusammenhang zwischen Scher-
modul, Youngschem Modul und Poissonzahl herleiten [29]:
G =
E
2 (1 + ν)
(2.8)
Damit ist es ausreichend zwei elastische Moduln eines homogenen, isotropen Materials zu
bestimmen, um dessen gesamte elastische Informationen zu erhalten. Des Weiteren ergibt
sich aus obiger Gleichung der Wertebereich des Schermoduls mit Hilfe des physikalischen
Wertebereichs der Poissonzahl ν (Gleichung 2.6):
E
3
< G <
E
2
(2.9)
Am Ende dieses Abschnitts ist es wichtig zu betonen, dass alle hier vorgestellten Kon-
zepte entworfen wurden fu¨r homogene, isotrope, makroskopische Materialien, die kleinen
Deformationen unterworfen sind (Proportionalita¨tsbereich des Spannungs-Dehnungs-
Diagramms). Daher ist es nicht selbstversta¨ndlich, dass sich diese Konzepte auch auf
mikroskopische Objekte anwenden lassen. Diese Frage und mo¨gliche Lo¨sungsansa¨tze
werden im Laufe der Arbeit noch na¨her diskutiert.
2.2. Experimentelle Studien elastischer Eigenschaften
von Einteilchensystemen
Wie bereits in der Einfu¨hrung dieses Kapitels angesprochen wurde, zeigen aus
”
wei-
chen“ Teilchen bestehende Systeme in bestimmten Parameterbereichen ein vollsta¨ndig
anderes elastisches Verhalten als Systeme
”
harter“ Teilchen. Ein Besipiel hierfu¨r ist
die Abha¨ngigkeit der Viskosita¨t eines Systems von der Konzentration. Ist die qualita-
tive Abha¨ngigkeit bei niedrigen Konzentrationen auf Grund der fehlenden dauerhaften
Deformation der Teilchen noch vergleichbar, so divergiert die Viskosita¨t von Systemen
harter Kugeln bei der Anna¨herung an
”
random close packing“ (RCP). Weiche Mate-
rialien ko¨nnen in diesem Fall ein sehr viel komplexeres Verhalten zeigen, da sie sich
9
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aneinander deformieren und demnach auf die steigende Konzentration z.B. mit einer
Volumensvera¨nderung antworten ko¨nnen. Dies fu¨hrt zu einer schrittweisen Antwort auf
Konzentrationserho¨hungen, die bedeutend von den elastischen Eigenschaften des jeweils
betrachteten Materials abha¨ngt [46]. Diese Verbindung zwischen den makroskopischen
elastischen Eigenschaften eines Systems und den mikroskopischen elastischen Eigenschaf-
ten der einzelnen, das System bildenden Teilchen ist noch nicht vollsta¨ndig verstanden.
Aus diesem Grund wurden in den letzten Jahren zahlreiche, vor allen Dingen experi-
mentelle Untersuchungen zu diesem Thema durchgefu¨hrt, von denen im Folgenden eine
kleine Auswahl pra¨sentiert werden soll. Dabei ist das im Einzelfall betrachtete System
fu¨r uns nicht von demselben Interesse wie die Konzepte, die mit dessen Studie verbunden
sind. Wichtig anzumerken ist an dieser Stelle, dass wir als Einteilchensystem die kleins-
te eigensta¨ndige Einheit eines Systems bezeichnen. Diese kann frei definiert werden und
muss demnach nicht aus nur einem Monomer bestehen, wie im Folgenden an Beispielen
diskutiert werden wird. Die Pra¨sentation der Studien wird mit einer Vorstellung der
dabei verwendeten experimentellen Untersuchungsmethoden kombiniert, da letztere fu¨r
die theoretische Bestimmung elastischer Eigenschaften als Modell dienen ko¨nnen.
2.2.1. Experimentelle Methoden zur Bestimmung elastischer
Moduln
In den vergangenen Jahren wurden verschiedene Techniken zur Bestimmung der elas-
tischen Eigenschaften von Einteilchensystemen (einzelnen Moleku¨len) entwickelt, wobei
jede einzelne ihre Vor- und Nachteile hat. Problem, aber auch Aufgabe all dieser Tech-
niken ist es, fu¨r die in der linearen Elastizita¨tstheorie makroskopisch definierten Gro¨ßen
Spannung und Dehnung, das passende mikroskopische A¨quivalent zu finden. Außerdem
sind die Isotropie sowie die Homogenita¨t eines mikroskopischen Objekts keine Selbst-
versta¨ndlichkeit, sondern eher sogar ausgeschlossen. (An dieser Stelle ist zu bedenken,
dass sowohl die Isotropie als auch die Homogenita¨t eines Systems immer relativ zu den im
System typischen La¨ngenskalen betrachtet werden muss. Diese unterscheiden sich aber
bei makroskopischen und mikroskopischen Systemen um mehrere Gro¨ßenordnungen.) In
[14] geben Guo und Wyss einen kurzen U¨berblick u¨ber die vorhandenen Methoden.
1. Atomic Force Microscopy (AFM) (2.2.2)
2. Ansaugung mit Mikropipette (2.2.3)
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3. Kompression zwischen parallelen Platten (2.2.4)
4. Kompression durch osmotischen Druck (2.2.5)
5. Kapillare Mikromechanik (2.2.6)
In den na¨chsten Abschnitten werden die einzelnen Methoden na¨her vorgestellt. Dabei
wird auf ihre Funktionsweise wie auch auf eine Auswahl von damit verbundenen Expe-
rimenten eingegangen.
2.2.2. Atomic force microscopy (AFM)
Bei dieser Methode wird ein Teilchen mit Hilfe der Spitze des Cantilevers eines AFM
deformiert. Dies ermo¨glicht eine sehr genaue Bestimmung der auf die Spitze wirken-
den Kraft sowie der axialen Deformation des Objekts. Bei alleiniger Verwendung eines
AFMs fehlen jedoch jegliche Informationen u¨ber die longitudinale Vera¨nderung des Ob-
jekts, welches Annahmen, z.B. fu¨r die Poissonzahl, zur Interpretation der Ergebnisse
no¨tig macht [14]. Aus diesem Grund wird die AFM-Methode oft mit einem Mikroskop
zur Bildgebung kombiniert. Beispielhaft hierfu¨r ist ein aktuelles Experiment von Tan et
al. [39]. Diese betrachten in ihrer Studie mit Lehm
”
gepanzerte“ Emulsions-Tro¨pfchen.
Letztere finden in vielen industriellen Produkten Anwendung und dienen zur Stabilisie-
rung von Emulsionen. Versteht man nun die elastischen Eigenschaften dieser speziellen
Tro¨pfchen in Abha¨ngigkeit von a¨ußeren Faktoren (z.B. Temperatur, pH, etc), so ließe
sich die Stabilita¨t der Emulsion von außen steuern. Letzteres wa¨re fu¨r Anwendungen
von Vorteil in denen z.B. Unterschiede zwischen Lagerung und Anwendung erwu¨nscht
sind, z.B. Cremes [39].
Die Autoren verwenden in ihrer Studie ein AFM in Kombination mit einem laserscan-
nenden konfokalen Mikroskop. Dabei messen sie die elastischen Eigenschaften des Pro-
beteilchens jedoch nicht direkt mit der Spitze des Cantilevers, sondern sie befestigen
ein Kolloid an letzterer, welches sehr viel gro¨ßer ist als das zu untersuchende Objekt.
Dies ermo¨glicht es, die Kontaktfla¨che des AFM-Aufbaus mit dem Probeteilchen in gu-
ter Na¨herung als linear anzusehen. Mit dem Kolloid wird das Probeteilchen deformiert
und u¨ber den Cantilever die Kraft sowie die axiale Deformation gemessen. Gleichzeitig
erlaubt die konfokale Mikroskopie, die genaue dreidimensionale Form des deformierten
Teilchens durch schichtweise, zweidimensionale Scans zu rekonstruieren. Dies ermo¨glicht
die Bestimmung des Oberfa¨chen-Youngschen Moduls.
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Mit Hilfe dieses Experiments konnten die Autoren zeigen, dass die lehmgepanzerten
Emulsions-Tro¨pfchen u¨ber weite Parameterbereiche (Temperatur sowie pH -Wert) sta-
bil sind und die Deformationen reversibel. Nur bei hohen Konzentrationen kationi-
scher Tenside wird das Tro¨pfchen instabil, welches auf eine wichtige Rolle der Ober-
fla¨chenspannung bei der Stabilsierung des Tro¨pfchens schließen la¨sst.
Ein AFM wurde auch im Experiment von Grant et al. zur Messung der elastischen Ei-
genschaften von lipidumhu¨llten Mikrogasblasen verwendet [11]. Die Autoren gehen dabei
u¨ber eine Messung des Spannungs-Dehnungsdiagramms hinaus und versuchen ihre Er-
gebnisse mit einem simplen mechanischen Modell (
”
standard linear solid model“) zu
vergleichen und aus letzterem die passenden Modellparameter fu¨r das vorliegende Sys-
tem zu extrahieren. Dies ist ein Beispiel fu¨r den Versuch makroskopische, mechanische
Modelle auf die mikroskopische Ebene zu u¨bertragen.
2.2.3. Ansaugung mit Mikropipette
Eine relativ einfache Methode die elastischen Eigenschaften eines Teilchens zu bestim-
men ist die Ansaugung eines Teilchens mit Hilfe einer Mikropipette. Die Abha¨ngigkeit
der Penetrationstiefe des Teilchens in der Pipette vom angelegten Unterdruck wird als
Maß fu¨r die Elastizita¨t der Substanz gesehen. Vorteile der Methode liegen in der ein-
fachen Anwendbarkeit sowie der Verfu¨gbarkeit der no¨tigen Hilfsmittel in quasi jedem
Labor. Von Nachteil ist hingegen, dass mit dieser Methode eher die elastischen Eigen-
schaften der Oberfla¨che des Teilchens gemessen werden und nicht Bulkeigenschaften. Es
kann eben nicht a priori angenommen werden, dass Oberfla¨cheneffekte die allgemeine
Elastizita¨t dominieren. Demnach besteht keine Garantie, dass mit dieser Methode die
von uns gewu¨nschte Gro¨ße gemessen wird [14]. Die Methode wurde unter anderem zur
Messung der viskoelastischen Eigenschaften von Zellnuklei eingesetzt [13].
2.2.4. Kompression zwischen parallelen Platten
Diese Methode bildet einen naiven Ansatz zur Bestimmung der elastischen Moduln.
Ein Teilchen wird zwischen zwei parallelen Platten komprimiert und die dabei auf die
Platten wirkenden Kra¨fte gemessen. Die Deformation des Teilchens kann mit Hilfe ei-
nes Mikroskops beobachtet werden, welches die Gewinnung von Informationen u¨ber die
axiale sowie longitudinale Deformation erlaubt und daher die Bestimmung zweier elas-
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tischer Moduln gleichzeitig ermo¨glicht. Eine mo¨gliche konzeptuelle Umsetzung wurde
von Thoumine et al. [40] realisiert. Die Autoren entwickelten ein Mikroinstrument zur
Manipulation und mechanischen Behandlung von individuellen Zellen [40]. Dazu zogen
sie Mikroplatten aus Glas, deren elastische Eigenschaften durch den Herstellungsprozess
genau manipuliert werden ko¨nnen. Ein Vorteil der Methode liegt darin, dass durch che-
mische Behandlung der Platten die Adha¨sion eines Stoffes auf ihnen gesteigert werden
kann. Feste Mikroplatten werden im Messprozess zur Haltung des zu messenden Objekts
verwendet, wohingegen durch die Deformation der flexiblen Mikroplatten am Testobjekt
Kra¨fte in einem Bereich von [1nN ; 1µN ] gemessen werden ko¨nnen. Einen etwas anderen
Ansatz wa¨hlen Peeters et al. [34]. Sie haben ein Messinstrument entwickelt, bei dem die
Probe zwischen zwei jeweils starren Platten mechanisch komprimiert wird. Die Kompres-
sion wird durch eine beweglich gelagerte Platte gesteuert. Der experimentelle Aufbau
ist mit einem konfokalen Mikroskop kombiniert. Mit ihrer Methode untersuchen sie die
elastischen Eigenschaften eines Myoblasts einer Maus und hoffen allgemein Erkenntnisse
u¨ber druckinduzierte Zellscha¨den, wie zum Beispiel Dekubitus, zu erhalten.
2.2.5. Kompression durch osmotischen Druck
Die direkteste Messmethode fu¨r den Kompressionsmodul eines Objekts liefert die Ver-
wendung osmotischen Drucks. Letzterer hat den Vorteil, dass er zu einer vollsta¨ndig
Isotropen Kompression der Probe fu¨hrt und daher keine Scherkomponenten entha¨lt [14].
Benutzt wird diese Methode unter anderem in zwei Arbeiten von Sierra- Martin et al.
[37, 36]. In beiden werden jeweils die elastischen Eigenschaften von spha¨rischen Mikroge-
len experimentell bestimmt. Mikrogele bestehen aus quervernetzten Polymerketten. Das
Bemerkenswerte an Mikrogelen ist, dass wa¨hrend ihrer Synthese durch Kontrolle der
Konzentration sowohl des verwendeten Polymers als auch des fu¨r die Quervernetzung
zusta¨ndigen Stoffes ihre finalen elastischen Eigenschaften sehr gut kontrollierbar sind.
Damit sind sie fu¨r viele Untersuchungen sehr interessant, da sie quasi als Modellteilchen
mit skalierbarer Elastizita¨t eine Bru¨cke zwischen harten Kugeln und weichen Moleku¨len
schlagen ko¨nnen. In den obigen Experimenten wird der osmotische Druck durch die Kon-
zentration von Dextranlo¨sunen kontrolliert. Die Dextranmoleku¨le ko¨nnen sich frei bewe-
gen. Sie sind jedoch gro¨ßer als die im Mikrogel vorhandenen Gittero¨ffnungen. Dadurch
entsteht ein Konzentrationsgradient zwischen dem Inneren des Mikrogels und seiner Um-
gebung, der zu einem osmotischen Druck auf das Teilchen fu¨hrt. Die Gro¨ßena¨nderung
13
2. Elastische Eigenschaften einzelner Moleku¨le
des Teilchens kann anschließend mit DLS (
”
Dynamic Light Scattering“) gemessen wer-
den. Diese Methode zur Bestimmung der Teilchengro¨ße hat gegenu¨ber der Mikroskopie
den Vorteil, nicht durch die Grenze der optischen Auflo¨sbarkeit (& 2µm) beschra¨nkt zu
sein [36]. Letzteres ermo¨glicht die Anwendbarkeit auf Teilchen mit Durchmessern un-
terhalb der Mikrometerskala. Auf die soeben vorgestellte Weise konnte in [37] das tem-
peraturabha¨ngige Kompressionsmodul von PNIPAM-PEG Mikrogelen gemessen werden
(K = 3.3± 0.2kPa ; T = 28◦C sowie K = 3.8± 0.2kPa ; T = 38◦C [37]).
2.2.6. Kapillare Mikromechanik
Diese neuere Methode bestimmt die Moduln mit Hilfe eines sehr eleganten experimen-
tellen Aufbaus, der die einfache Messung einer gro¨ßeren Anzahl von Teilchen im selben
Zeitraum wie bei den anderen Methoden ermo¨glicht. Sie wurde von Wyss et al. [46]
entwickelt und erlaubt die gleichzeitige Bestimmung des Schermoduls G und des Kom-
pressionsmoduls K eines Probeteilchens. Dazu wird eine stark verdu¨nnte Lo¨sung des zu
untersuchenden Objekts durch eine Mikrokapillare geleitet, die an ihrem Ende verju¨ngt
ist. Der Durchmesser der Kapillare an diesem Ende ist geringer als der eines einzel-
nen Teilchens. Wird nun ein Druck auf die Lo¨sung innerhalb der Kapillare angelegt, so
stro¨men die zu untersuchenden Teilchen der Verju¨ngung entgegen. Ab einem bestimmten
Durchmesser wird ein Testteilchen die Kapillare blockieren und der angelegte Druck fa¨llt
dann vollsta¨ndig u¨ber dem Teilchen ab. Durch Variation des Drucks und gleichzeitige
Messung der Deformation des Teilchens mittels mikroskopischer Bilder lassen sich das
Schermodul sowie das Kompressionsmodul mit Hilfe der Messdaten bestimmen. Dabei
wird ausgenutzt, dass auf Grund der Verju¨ngung der Kapillare die Kontaktfla¨che von
Probeteilchen undWand nicht parallel zur Richtung der angelegten Spannung ist. Daraus
resultiert zusa¨tzlich zur Kompression des Probeteilchens eine Scherung. Die Messungen
wurden fu¨r unterschiedliche Polymer-Konzentrationen bei der Synthese durchgefu¨hrt.
Das Verha¨ltnis der beiden Moduln blieb dabei u¨ber den gesamten untersuchten Para-
meterbereich anna¨hernd konstant K
G
≈ 2 − 3. Die Messdaten entsprechen Poissonzahlen
im Bereich ν = 0.28 ± 0.004. Dies zeigt, dass die untersuchten Mikrogele einen starken
Unterschied zu harten und damit inkompressiblen Kugeln darstellen. Des Weiteren wur-
den die Youngschen Moduln der untersuchten Teilchenkonfigurationen berechnet und
mit Messungen an makroskopischen Systemen verglichen. Dabei konnte gezeigt werden,
dass die qualitative Abha¨ngigkeit beider Messungen von der Konzentration dieselbe ist.
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Die quantitativen Werte unterscheiden sich jedoch und die Kappilarmessungen liefern
einen konsistent ho¨heren Wert fu¨r den Youngschen Modul als die makroskopischen Mes-
sungen. Die Autoren nennen als mo¨gliche Gru¨nde hierfu¨r eine nicht perfekte Isotropie
der untersuchten Mikrogele sowie die Vernachla¨ssigung statischer Reibung [46].
In einer Folgearbeit [14] wurde ein passenderer Test der Methode durchgefu¨hrt, in dem
die kapillare Mikromechanik mit osmotischen Druck-Messungen verglichen wurde. Bei-
de Ansa¨tze lieferten fu¨r Volumensdeformationen unterhalb 25% des Ausgangsvolumens
gute U¨bereinstimmung fu¨r das Kompressionsmodul (K = 17.7 kPa, osmotische Mes-
sung; K = 18.5 kPa kapillare Mikromechanik). Dies zeigt, dass beide Methoden fu¨r die
Messung der elastischen Eigenschaften von Einteilchensystemen geeignet sind. Die kapil-
lare Mikromechanik ist jedoch in der Anwendung einfacher und erlaubt eine schnellere
und gut wiederholbare Messung. Bei beiden Methoden liegen die Beschra¨nkungen in der
optischen Auflo¨sbarkeit der betrachteten Deformationen.
2.2.7. Zusammenfassung
Die in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten experimentellen Methoden liefern
unterschiedliche Mo¨glichkeiten die elastischen Eigenschaften von Einteilchensystemen zu
bestimmen. Dabei hat jede Methode ihre Vor- und Nachteile, wie z.B. hohe Genauig-
keit, gute Wiederholbarkeit, Grenze der mikroskopischen Bildgebung, etc. Durch den
Vergleich der Messdaten von Einteilchensystemen mit Messungen an makroskopischen
Materialien wurde deutlich, dass die elastischen Eigenschaften in beiden Fa¨llen nicht
genau dieselben sind [46]. Dies la¨sst die Frage offen, welche Verbindung zwischen den
mikroskopischen und den makroskopischen Elastizita¨tseigenschaften besteht. Fu¨r die
theoretische Behandlung des Problems gibt es mehrere Mo¨glichkeiten. Eine besteht dar-
in Modellannahmen wie z.B. die Isotropie des Systems mit Hilfe von finiten Elemente-
Simulationen zu u¨berpru¨fen, wie es z. B. von Guo et al. [14] vorgeschlagen wurde. Wir
werden uns dem Thema hingegen mit Molekulardynamik-Simulationen na¨hern und da-
bei das experimentelle Schema der Kompression eines Teilchens zwischen zwei Platten
aufgreifen. Der Vorteil von Computersimulationen liegt dabei in der einfachen Kontrol-
lierbarkeit der verwendeten Modellparameter. Letzteres wird in Kapitel 3 noch na¨her
diskutiert werden.
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2.3. Spha¨rische Polymerbu¨rsten
Wurden ebene Polymerbu¨rsten, also Polymerketten, die mit einem Ende auf einer pla-
naren Oberfla¨che fixiert sind, bereits gru¨ndlich untersucht, so besteht aktuell großes
Interesse an der Studie spha¨rischer Poymerbu¨rsten. Bei letzteren sind die Polymere auf
einem spha¨rischen Kolloid mittels einer chemischen Bindung oder einer speziellen che-
mischen Endgruppe, die an das Kolloid adsorbiert, fixiert [32]. Den Verbindungspunkt
von Polymerkette und Kolloid werden wir im Folgenden immer als Ankerpunkt bezeich-
nen. Je nach Verha¨ltnis der Kettenla¨nge zum Radius des Kolloids werden vom ebenen
Fall abweichende Pha¨nomene erwartet. Falls die u¨brigen Monomere der fixierten Poly-
merketten nicht an das Kolloid adsorbieren [25] und die Dichte der Ankerpunkte auf
dem Kolloid groß genug ist, so werden die einzelnen Ketten Konfigurationen aufwei-
sen, die sich deutlich vom Fall freier Ketten unterscheiden. Die Struktur freier flexibler
Polymerketten a¨hnelt einem Zufallsprozess (Random Walk) [32]. Im Fall hoher Dichte
der Ankerpunkte und dementsprechender großer Monomerdichte in der Na¨he des Kol-
loids werden die Ketten hingegen zu einer gestreckteren Konfiguration gezwungen. Dies
verringert die strukturma¨ßige Entropie. Dem entgegen steht die Bevorzugung eines Kon-
takts mit den Elementen des Lo¨sungsmittels, um die energetisch aufwendige Wechselwir-
kung mit anderen Monomeren zu vermeiden [32]. Die Gleichgewichtskonfiguration ergibt
sich demnach aus dem Wechselspiel dieser beiden Beitra¨ge (Entropiemaximierung durch
Random-Walk a¨hnliche Konfiguration (kompakt) & Minimierung der Wechselwirkungs-
energie durch Vermeidung von Monomer-Monomer- Wechselwirkungen (gestreckt)).
Die Betrachtung spha¨rischer Polymerbu¨rsten ist insbesondere interessant, da sich ihr Ge-
brauch in sehr vielen unterschiedlichen Anwendungsgebieten bereits als nu¨tzlich erwiesen
hat oder große Hoffnung in ihre mo¨gliche Verwendung gelegt wird. Durch das Aufbringen
von kurzen Polymerketten auf Kolloide mit Gro¨ße im µm- Bereich [26] kann deren Sta-
bilita¨t verbessert und damit die Aggregation der Kolloide vermieden werden [19]. Auch
auf kleineren La¨ngenskalen (nm) gibt es viele Gebiete, in denen die Verwendung von
spha¨rischen Polymerbu¨rsten fruchtbar ist [25]. Ein Beispiel ist die Verminderung von
Reibungskra¨ften bei mit Polymerketten besetzten Oberfa¨chen [19]. Letzteres kann unter
anderem bei der Untersuchung der hohen Gleitfa¨higkeit von Knorpel im menschlichen
Ko¨rper zum Versta¨ndnis beitragen [20]. Außerdem sind die Steuerung von Adha¨sion [3],
eine Verbesserung der Biokompatibilita¨t von Medikamenten [38] sowie deren Transport
und gesteuerte Abgabe [41] und die Nutzung als Tracer in der Bildgebung biologischer
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Systeme [6] Forschungsgebiete, in denen Polymerbu¨rsten Anwendung finden ko¨nnen.
Es besteht des Weiteren die Erwartung, dass Forschungsergebnisse, die fu¨r spha¨rische
Polymerbu¨rsten erzielt wurden, sich auf spha¨rische Mizellen, die sich aus zwei asymme-
trischen Blocks von Copolymeren zusammensetzen, u¨bertragen lassen [25]. Bei diesen
vermeidet der innere A-Block den Kontakt mit dem Lo¨sungsmittel, welches zu einem
sehr kompakten Bau der inneren Struktur der Mizelle fu¨hrt. Dies ist vergleichbar mit
dem im Modell verwendeten harten zentralen Kolloid. Der a¨ußere B-Block bevorzugt
die Wechselwirkung mit dem Lo¨sungsmittel und demnach eine eher gestreckte Konfi-
guration der a¨ußeren Ketten. Dadurch kommt es zu einer Kern-Schale Struktur, wobei
ersterer durch die dicht gedra¨ngten A-Blo¨cke und letztere durch die flexiblen Ketten der
B-Blo¨cke gebildet wird.
Eine ausfu¨hrliche Diskussion der Eigenschaften von Polymerbu¨rsten in guten Lo¨sungs-
mittelbedingungen wurde von Lo Verso et al. mit Hilfe von Molekulardynamiksimula-
tionen sowie Dichtefunktionaltheorie durchgefu¨hrt [25]. Dazu betrachten sie spha¨rische
Polymerbu¨rsten, bei denen die La¨nge der Ketten vergleichbare Gro¨ßenordnung zu den
Ausmaßen des zentralen Kolloids aufweist. Sie konnten zeigen, dass das radiale Dichte-
profil einer Polymerbu¨rste nach der ersten Schicht von Monomeren einen exponentiellen
Abfall zeigt, der vergleichbar ist mit dem Verhalten von Sternpolymeren ∝ r−
4
3 [25].
Die U¨bereinstimmung wurde mit zunehmender Kettenla¨nge besser. Dies ist auch zu
erwarten, da fu¨r la¨ngere Ketten die urspru¨ngliche Form des als Ausgangspunkts die-
nenden Kolloids weniger Einfluss auf die a¨ußeren Monomere besitzt. In dieser Unter-
suchung konnte der Sternpolymergrenzfall auf Grund der dafu¨r beno¨tigten hohen Ket-
tenla¨nge und des damit verbundenen Rechenaufwands der Simulationen jedoch nur mit
Dichtefunktionaltheorie-Analysen erreicht werden. Liefern beide Methoden im direkten
Vergleich gute U¨bereinstimmung, so u¨berscha¨tzt die Dichtefunktionaltheorie jedoch fu¨r
hohe Kettenla¨ngen die Ausdehnung der Ketten und fu¨hrt demnach zu einem sich von
Sternpolymeren unterscheidenden Skalierungs-Grenzfall [25]. An dieser Stelle ist anzu-
merken, dass die Dichtefuntkionaltheorie-Untersuchungen ein von der Simulation ab-
weichendes Modell verwendeten. Das von Lo Verso et al. in den Simulationen benutzte
Modell ist dem von uns in Abschnitt 3.3 vorgestellten sehr a¨hnlich. Mit Hilfe der Dich-
tefunktionaltheorie konnten die Autoren hingegen nur sich tangential beru¨hrende harte
Kugeln betrachten [25].
Die Autoren konnten als weiteres Resultat zeigen, dass die Struktur der sich in einem
guten Lo¨sungsmittel befindenden Bu¨rsten in der Abwesenheit externer Kra¨fte im Be-
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sonderen durch die ausgeschlossene Volumen-Wechselwirkung bestimmt wird [25]. Dies
fu¨hrt zu einer kompakteren Struktur als erwartet und entspricht dabei nicht dem von
Daoud und Cotton entwickelten Blob-Picture [5]. Fu¨r benachbarte Ketten ist es dem-
nach entropisch gu¨nstiger sich Raum nahe des Kolloids zu teilen, als ein U¨berlappen des
Konfigurationenraums der einzelnen Ketten zu vermeiden.
In einer neueren Arbeit haben dieselben Autoren ihre Untersuchungen auf den Fall unter-
schiedlicher Lo¨sungsmittelqualita¨ten erweitert [26]. Dies ist ganz allgemein interessant,
um Polymerbu¨rsten auf eine Weise designen zu ko¨nnen, die eine gezielte strukturelle
Antwort auf Vera¨nderungen in ihrer Umgebung, z.B. pH- Wert, Temperatur oder auch
externe magnetische Felder [43, 1], ermo¨glicht.
Chremos et al. [4] hingegen untersuchen aus Polymerbu¨rsten bestehende Systeme. Die
dabei verwendeten Kettenla¨ngen sind mit 5 − 10 Monomeren eher gering. Sie konnten
zeigen, dass die Eigenschaften des Fluids stark durch die Geometrie (Gro¨ße der Teil-
chen sowie molekulares Gewicht der Monomere [4]) der betrachteten Bu¨rsten beeinflusst
wurde.
Aufbauend auf diese fu¨r spha¨rische Polymerbu¨rsten bereits nachgewiesenen interessanten
Pha¨nomene und auf Grund der Aussicht auf eine große Zahl an Anwendungsmo¨glichkeiten
werden wir in dieser Arbeit weitere Untersuchungen an diesem System durchfu¨hren. Die-
se werden zu einer weiteren Verbesserung des Versta¨ndnisses der Eigenschaften spha¨-
rischer Polymerbu¨rsten beitragen.
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3.1. Computersimulationen in der Physik
Computersimulationen sind aus der Physik der heutigen Zeit nicht mehr wegzudenken.
Sie dienen als Verbindungsglied zwischen Theorie und Experiment und haben durch
zahlreiche Erfolge ihre Nu¨tzlichkeit nachweisen ko¨nnen. Ihre Hauptaufgabe ist es, die
Gu¨ltigkeit von theoretischen Modellen zu validieren. Analytische Berechnungen physi-
kalischer Eigenschaften sind meist nur bis zu einem gewissen Punkt exakt mo¨glich. Stellt
die Lo¨sung des Zweiteilchenproblems schon teilweise eine Herausforderung dar (Kepler
[17, 18]), so wird spa¨testens ab drei Teilchen die exakte Beschreibung in den meisten
Fa¨llen quasi unmo¨glich. In vielen Bereichen der Physik und vor allen Dingen auch in der
weichen Materie hat man es jedoch mit noch sehr viel gro¨ßeren Teilchenzahlen zu tun.
Die typische Gro¨ßenordnung von Systemen liefert in diesem Fall die Avogadro-Konstante
NA ≈ 6, 022 · 10
23, die die Teilchenzahl in einem Mol eines jeden Stoffes angibt.
Die in einem realen Experiment an makroskopischen Objekten gemessenen Gro¨ßen ent-
sprechen Mittelwerten der statistischen Mechanik sowohl in der Zeit als auch u¨ber eine
große Stichprobe von Teilchen, welche das System entha¨lt. Um Theorien mit einem Ex-
periment vergleichen zu ko¨nnen, ist es notwendig, dieselben Mittelwerte aus der Theorie
berechnen zu ko¨nnen. An dieser Stelle kommen Computersimulationen ins Spiel. Sie
benutzen theoretisch hergeleitete Modellpotentiale fu¨r einzelne Teilchen und erlauben
durch die Simulation großer Systeme1 die Bestimmung der makroskopischen Eigenschaf-
ten letzterer.
Es gibt unterschiedliche Herangehensweisen, um die zum Vergleich mit dem Experi-
ment beno¨tigten Mittelwerte zu erhalten. Bei der Molekulardynamik (MD) werden die
Newtonschen Bewegungsgleichungen eines jeden Teilchens des Systems gelo¨st und der
Phasenraum demnach mit Hilfe von System-typischen Teilchentrajektorien gesamplet.
MD-Simulationen liefern damit zeitliche Mittelwerte. Monte-Carlo Simulationen hinge-
gen basieren auf einem gewichteten, stochastischem Samplen des Phasenraums, welches
1Trotz allem sind auch in Simulationen die verwendeten Teilchenzahlen mit typischerweise 102 − 104
Teilchen sehr viel kleiner als die Avogadro-Konstante. Effektiv gro¨ßere Systeme ko¨nnen jedoch mit
Hilfe von speziellen Methoden, wie zum Beispiel periodischen Randbedingungen, angena¨hert werden.
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dem Ensemblemittelwert der Statistischen Mechanik entspricht. Ausschlaggebend fu¨r
die A¨quivalenz der durch unterschiedliche Mittelwertbildung erhaltenen Ergebnisse ist
die Ergodenhypothese. Diese besagt, dass ein System ergodisch ist, falls in einer endli-
chen Zeit jeder Punkt des Phasenraums durch die Phasenraumtrajektorie beliebig nahe
angena¨hert wird. Dies ist gleichbedeutend mit einer nicht verschwindenden Wahrschein-
lichkeit fu¨r jedes infinitesimale Volumenelement des Phasenraums. Trifft diese Hypothe-
se zu, so sind Ensemblemittelwert und zeitlicher Mittelwert a¨quivalent. Die Ergodizita¨t
der von uns betrachteten Systeme kann als gegeben angesehen werden. Fu¨r viele andere
Systeme, wie z.B. Gla¨ser oder metastabile Phasen, trifft dies jedoch nicht zu [9].
Neben der Molekulardynamik und den klassischen Monte-Carlo Simulationen gibt es
noch weitere Simulationsmethoden. Zu nennen sind unter anderem: Pfadintegral-Monte
Carlo, Molekulardynamik in Kombination mit Elektronen-Dichtefunktionaltheorie sowie
auch diskrete Verfahren, wie z.B. zellula¨re Automaten und lattice-Boltzmann Methoden
[35]. Jede dieser Simulationstechniken hat ihre Vor- und Nachteile und spezielle Anwen-
dungsgebiete, auf die an dieser Stelle nicht na¨her eingegangen werden soll.
Da im Rahmen dieser Arbeit die Molekulardynamik als Simulationsmethode verwen-
det wird, soll diese im Folgenden umfangreicher pra¨sentiert werden. Sie basiert auf
den Newtonschen Gesetzen [33]. Die auf die Teilchen des Systems wirkenden Kra¨fte
sind durch theoretisch hergeleitete Potentiale gegeben. Diese werden zum Beispiel mit
Hilfe von quantenmechanischen U¨berlegungen abgeleitet (Lennard-Jones Potential [16])
oder aus elastischen Theorien (z.B. Hertz-Potential [23]) gewonnen. Im Gegensatz zur
Theorie und dementsprechenden analytischen Rechnungen versucht die Simulation wei-
tere Na¨herungen zu vermeiden. Auf der Basis des verwendeten Teilchenmodells werden
Systeme simuliert, indem die Kra¨fte auf jedes Teilchen berechnet und diese in die ent-
sprechenden Newtonschen Bewegungsgleichungen eingesetzt werden. Die Integration der
Bewegungsgleichungen erfolgt in Zeitschritten ∆t. Auf Grund der großen Analogie zu
realen Experimenten stellt die MD eine Art
”
Umgebung fu¨r numerische Experimente“
dar [35]. Die Ergebnisse von Simulationen mu¨ssen folgerichtig mit denselben Methoden
ausgewertet werden wie reale Experimente.
Einen großen Vorteil von Simulationen im Vergleich zu realen Experimenten stellt die
gute Konrollierbarkeit der
”
Umgebungs“-Parameter dar. Im Experiment ko¨nnen nicht
alle a¨ußeren Einflu¨sse eliminiert werden, wohingegen im Computerexperiment die Um-
gebungsvariablen klar definiert sind. Dadurch fa¨llt eine Fokussierung auf den zu unter-
suchenden Aspekt leichter. Des Weiteren ko¨nnen theoretisch hergeleitete Beitra¨ge zum
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Gesamtmodell zum Beispiel durch eine leichte Variation des Modells beliebig ein- und
ausgeschaltet werden. Dadurch kann durch Vergleich mit realen Experimenten unter-
sucht werden, wie wichtig die einzelnen Beitra¨ge fu¨r die Erkla¨rung des zu untersuchen-
den Pha¨nomens sind. Ein weiterer Vorteil von MD-Simulationen ist, dass sich damit
auch Nicht-Gleichgewichtssituationen untersuchen lassen, wohingegen die Statistische
Mechanik zumeist Systeme im Gleichgewicht betrachtet [35]. Die Molekulardynamik ist
demnach ein wichtiges Hilfsmittel fu¨r den theoretischen Physiker geworden. Insbesondere
beim Transfer zwischen Theorie und Experiment spielt sie eine wichtige Rolle.
Die Nachteile der Untersuchung von Systemen mit Hilfe von Computersimulationen lie-
gen vor allen Dingen in der Begrenztheit sowohl der Simulationszeit als auch der System-
gro¨ße. So sind die Realzeit von Simulationen und die Anzahl der simulierten Teilchen oft
um mehrere Gro¨ßenordnungen kleiner als in realen Experimenten. Bei diesem Problem
hilft zwar die Zunahme an verfu¨gbarer Rechenleistung. Die Lu¨cke ist jedoch so groß,
dass sie auf absehbare Zeit nicht geschlossen werden kann.
3.2. Theoretische Grundlagen der Molekulardynamik
3.2.1. Klassische Mechanik
In MD-Simulationen werden klassische Systeme betrachtet und demzufolge quantenme-
chanische Effekte nicht explizit beru¨cksichtigt. Des Weiteren wird die Informationsaus-
breitung im System als instantan angesehen und damit die Effekte der Relativita¨tstheorie
vernachla¨ssigt. Ersteres la¨sst sich rechtfertigen, wenn die betrachteten Teilchen nicht zu
leicht sind bzw. sie keine Schwingungen mit einer Frequenz ν aufweisen, die klein ist
gegenu¨ber thermischen Fluktuationen (d. h. hν < kbT ). Die Vernachla¨ssigung relati-
vistischer Effekte erfordert implizit, dass das Gesamtsystem eine gewisse Gro¨ße nicht
u¨berschreitet.
Die fu¨r die Beschreibung klassischer Systeme grundlegende Gro¨ße ist der klassische
Hamilton-Operator H des Systems. Dieser ist gegeben durch:
H (Q,P) = T (P) + V (Q) (3.1)
Q und P bezeichnen dabei den 3N -dimensionalen Vektor der Teilchen-Koordinaten bzw.
Impulse (Q = (q1,q2, . . . ,qN), P = (p1,p2, . . . ,pN )). Mit T ist die kinetische und mit V
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die potentielle Energie benannt. Der Hamilton-Operator entha¨lt alle fu¨r die Zeitentwick-
lung des Systems notwendigen Informationen. Die Herausforderung bei der Beschreibung
eines System liegt darin, einen mo¨glichst optimalen Ausdruck fu¨r die potentielle Energie
eines Systems zu gewinnen. Hierbei ist man zumeist auf Na¨herungen angewiesen, die
das in der Simulation verwendete Modell bestimmen.
Eine erste Na¨herung besteht darin, dass bei der Entwicklung der potentiellen Energie
nur Terme bis einschließlich der Paarwechselwirkung beru¨cksichtigt werden:
V =
N∑
i=1
v(1) (qi) +
N∑
i,j=1
v(2) (qi,qj) +
N∑
i,,kj=1
v(3) (qi,qj,qk) + . . .
≈ Vext (Q) +
N∑
i,j=1
v(2) (qi,qj)
Vext (Q) =
∑N
i=1 v
(1) (qi) ist das auf die Teilchen wirkende externe Potential, wobei N
jeweils die Gesamtteilchenzahl kennzeichnet. v(2) (qi,qj) bezeichnet die Paarwechselwir-
kung. Wechselwirkungen ho¨herer Ordnung werden vernachla¨ssigt. Die in dieser Arbeit
verwendeten Potentiale werden im Rahmen der Modellbeschreibung 3.3 na¨her vorge-
stellt. Die kinetische Energie des System lautet:
T =
N∑
i=1
p2i
2m
.
Die Bewegungsgleichungen sind durch das zweite Newtonsche Gesetz gegeben:
q¨i =
Fi
m
= −
1
m
∑
j 6=i
∇V (|qi − qj |) (3.2)
Ihre Lo¨sung ermo¨glicht die Bestimmung der Teilchentrajektorien des Systems.
3.2.2. Integrator
Zur Lo¨sung der Differentialgleichung zweiter Ordnung 3.2 muss ein passender Integra-
tor gefunden werden. Dazu wird die kontinuierliche Zeit t in Intervalle der La¨nge ∆t
unterteilt und eine Taylorentwicklung der Teilchenkoordinaten ausgefu¨hrt. Daraus la¨sst
sich eine diskrete Approximation der ersten Ableitung bis zu beliebiger Ordnung herlei-
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ten. Des Weiteren wird, wie immer mo¨glich, die obige Differentialgleichung 2. Ordnung
3.2 in ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem 1. Ordnung u¨berfu¨hrt, um unter an-
derem die explizite Verwendung von 2. Ableitungen zu umgehen. Durch Einsetzen der
diskretisierten Ableitungen erha¨lt man einen Integrator der Bewegungsgleichungen.
Fu¨r Molekulardynamiksimulationen sind keine Integratoren sehr hoher Ordnung von
No¨ten, wie dies etwa bei der numerischen Lo¨sung von Differentialgleichungen in der
Hydrodynamik der Fall ist. Ziel der MD ist es den Phasenraum mit fu¨r das System
typischen Trajektorien zu samplen. Auf Grund des nicht verschwindenden Fehlers jeg-
lichen Integrators ist es jedoch unmo¨glich die exakten
”
natu¨rlichen“ Trajektorien des
realen Systems zu berechnen. Die Trajektorien zeigen sensitive Abha¨ngigkeit von den
Anfangsbedingungen. Dies bedeutet, dass zwei zum Zeitpunkt t = 0 infinitesimal be-
nachbarte Trajektorien exponentielle Divergenz vorweisen. Dieses Verhalten wird auch
als Lyapunov-Instabilita¨t bezeichnet [9]. Aus diesem Grund wird ein Integrator beliebi-
ger Ordnung nie in der Lage sein einer denselben Anfangsbedingungen entsprechenden
”
realen“ Trajektorie zu folgen. Dass die Molekulardynamik trotz allem die Eigenschaf-
ten des Systems richtig widerspiegelt und dementsprechend passende Stichproben liefert,
begru¨ndet das
”
Shadowing“-Theorem. Dieses besagt, dass fu¨r jede Trajektorie in der Si-
mulation eine
”
reale“ Trajektorie existiert, die der simulierten u¨ber Zeitskalen in engem
Abstand folgt, die groß sind im Vergleich zu den Zeitskalen, in denen sich die Lyapunov-
Instabilita¨t entwickelt [9]. Somit beobachtet man in einer Molekulardynamiksimulation
”
reale“ Trajektorien des Systems, ohne genau sagen zu ko¨nnen, zu welchen Anfangsbe-
dingungen diese Trajektorien geho¨ren.
Trotz der fu¨r viele MD-Anwendungen nicht notwendigen hohen Genauigkeit gibt es Kri-
terien, die bei der Auswahl des Integrationsalgorithmus Beachtung finden sollten und
unter anderem vom betrachteten Problem abha¨ngen. Fu¨r Systeme mit stark abstoßenden
Potentialen reicht demnach ein Algorithmus niedriger Genauigkeit aus, wohingegen wei-
che Wechselwirkungen, die auf geringeren La¨ngenskalen operieren, Algorithmen ho¨herer
Genauigkeit beno¨tigen [35]. Andere wichtige Kriterien bei der Auswahl eines Algorith-
mus liegen in der mathematischen Form der Newtonschen Gleichung begru¨ndet. Die
Differentialgleichung ist zeitumkehrbar, welches sich auch im Integrator widerspiegeln
sollte. Des Weiteren sollte der Integrator das Phasenraumvolumen erhalten, damit ein
akkurates Sampling des Phasenraums auch u¨ber gro¨ßere Zeitskalen angenommen wer-
den kann. In dieser Arbeit wird ein Velocity-Verlet Algorithmus verwendet, der von
dritter Ordnung in ∆t ist und sich besonders fu¨r Lennard-Jones-Systeme eignet [35].
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Der Algorithmus ist zweischrittig und lautet wie folgt:
Schritt 1:
v
(n+ 1
2
)
i = v
(n)
i +
∆t
2m
f (n) (3.3)
x
(n+1)
i = x
(n)
i +∆t v
(n+ 1
2
) (3.4)
Schritt 2:
v
(n+1)
i = v
(n+ 1
2
)
i +
∆t
2m
f (n+1) (3.5)
An dieser Stelle bezeichnen Superskripte den aktuellen Zeitschritt und Subskripte den
Index des jeweiligen Teilchens.
3.2.3. Thermostat
Molekulardynamik Simulationen in ihrer einfachsten Formulierung werden im mikro-
kanonischen Ensemble (EVN) durchgefu¨hrt. Experimentell ist es jedoch oft einfacher
die Temperatur sowie unter Umsta¨nden den Druck eines Systems zu kontrollieren. Wir
werden daher in unseren Simulationen anstatt der Energie die mit ihr u¨ber eine Le-
gendretransformation verbundene Gro¨ße Temperatur festsetzen. Dazu wird ein Ther-
mostat eingefu¨hrt, welches die Dynamik des Systems auf solche Weiße beeinflusst, dass
die gewu¨nschte Temperatur angenommen wird. Der damit verbundene Eingriff in die
Bewegungsgleichungen induziert eine Abkehr von den rein Newtonschen Bewegungsglei-
chungen.
Die Temperatur T in einem System kann mit Hilfe des A¨quipartitionstheorems u¨ber die
gesamte kinetische Energie definiert werden:
kBT (t) =
2
Nf
N∑
i=1
m
q˙2i (t)
2
(3.6)
Nf bezeichnet die Anzahl der im System vorhandenen Freiheitsgrade. Ziel ist es nun
den Mittelwert der Temperatur auf den gewu¨nschten Wert zu fixieren. Dazu gibt es
mehrere Mo¨glichkeiten. Die Feedback-Methode zum Beispiel besteht darin, den Wert der
Temperatur dynamisch so zu regeln, dass der gewu¨nschte Mittelwert angenommen wird.
Wir werden hingegen die
”
constraint“-Methode verwenden. Dabei wird die Temperatur
und damit die gesamte kinetische Energie des Systems in jedem Schritt fixiert. Die
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damit verbundene Anpassung der Newtonschen Bewegungsgleichungen la¨sst sich mit
Hilfe des Gaußschen Prinzips des kleinsten Zwanges herleiten [8]. Die nicht-holonome
Zwangsbedingung hat die Form:
g (q, q˙, t) =
∑
i
mq˙2i
2
−
Nf
2
kBT = 0 (3.7)
Insgesamt ergibt sich eine um einen Korrekturterm erweiterte Bewegungsgleichung, wel-
che die Zeitableitung der kinetischen Energie des Systems auf Null fixiert:
q¨i =
fi
m
+ αq˙i (3.8)
Der Lagrangemultiplikator α ist gegeben durch [35]:
α = −
∑
i q˙i · Fi
m
∑
i q˙
2
i
(3.9)
Da die obige Gleichung nur die erste Ableitung der kinetischen Energie auf Null fixiert,
kann der Wert der kinetischen Energie auf Grund der beschra¨nkten Genauigkeit der
Integrationsroutine numerisch mit der Zeit driften. Daher wird die Temperatur des Sys-
tems in periodischen Absta¨nden durch eine Reskalierung der Geschwindigkeiten auf den
urspru¨nglichen Wert zuru¨ckgefu¨hrt.
3.2.4. Anfangsbedingungen
Die bei einer MD-Simulation zu verwendenden Anfangsbedingungen ha¨ngen stark von
dem zu untersuchenden System ab. Da zum Beispiel fu¨r die spontane Bildung eines
Kristalls aus einem ungeordneten System die Zeitskalen fu¨r eine MD-Simulation meist
zu groß sind, startet man in diesem Fall mit einer perfekten Kristallstruktur und unter-
sucht die Stabilita¨t des Kristalls anstatt dessen Bildung. Bei der Simulation von Fluiden
kann prinzipiell mit einer zufa¨lligen Anfangsbedingung gestartet werden. Jedoch sollten
Teilchenu¨berlappungen oder allgemeiner gefasst starke Kra¨fte zwischen den einzelnen
Teilchen vermieden werden, damit die Simulation nicht numerisch zusammenbricht. Um
eine (zu starke) Abha¨ngigkeit der Messergebnisse von den Anfangsbedingungen aus-
schließen zu ko¨nnen, la¨sst man das System sich u¨ber einen ausreichend großen Zeitraum
equilibrieren, bevor man mit den eigentlichen Messungen am System beginnt.
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Die Anfangsgeschwindigkeiten der Teilchen ko¨nnen zufa¨llig verteilt werden. Dabei gibt
es wiederum mehrere Methoden. In dieser Arbeit wird jedem Teilchen ein zufa¨lliger
Einheitsvektor zugewiesen, der anschließend mit der sich aus der vorgegebenen Tem-
peratur ergebenden mittleren Geschwindigkeit des Systems skaliert wird. Trotz dieser
sehr unnatu¨rlichen Anfangsbedingung stellt sich durch die Wechselwirkungen im System
sehr schnell eine Maxwell-Boltzmannverteilung der Geschwindigkeiten ein. Das Erreichen
dieses Gleichgewichtsfalls, kann mit Hilfe der Boltzmann H-Funktion u¨berwacht werden
[35]:
H(t) =
∫
f (v, t) ln [f (v, t)] dv (3.10)
Es kann gezeigt werden, dass 〈dH
dt
〉 ≤ 0 gilt und die Gleichheit nur gegeben ist, falls
die Geschwindigkeitsverteilung f (v) die Maxwell-Boltzmann-Verteilung ist. Die diskre-
te Version von Gleichung 3.10 liefert demzufolge einen Anhaltspunkt fu¨r den Abschluss
der Equilibrierung eines Systems. Es ist wichtig bei der Festlegung der Anfangsgeschwin-
digkeiten zu beachten, dass die Teilchengeschwindigkeiten so modifiziert werden, dass die
Schwerpunktsgeschwindigkeit des Systems verschwindet. Andernfalls wu¨rde ein effektiver
Drift des Systems in der Simulationsbox entstehen, der z.B. Messungen der kinetischen
Energie und damit der Temperatur mit einem systematischen Fehler versieht.
Anfangsbedingungen an die Beschleunigungen spielen eine vernachla¨ssigbare Rolle und
es stellt kein Problem dar, die Beschleunigungen am Anfang der Simulation Null zu
setzen.
3.2.5. MD Schema
Basierend auf den vorgestellten theoretischen Grundlagen einer Molekulardynamiksimu-
lation ist in Abbildung 3.1 ein typischer Ablauf schematisch dargestellt. Dabei wird ein
Thermostat der
”
constraint“-Methode verwendet, wie es in Abschnitt 3.2.3 diskutiert
wurde.
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Initialisierung
Velocity-Verlet I mit F˜(n)
v(n+
1
2
) & x(n+1)
Berechnung der Kra¨fte
F(n+1)
Thermostat:
Berechne Lagrangemultiplikator α
& modifizierte Kraft F˜:
F˜(n+1) = F(n+1) + αv(n+
1
2
)
Velocity-Verlet II mit F˜(n+1)
v(n+1)
Messungen/
periodische Korrekturen
Ende der Simulation
t(n) ≥ Tmax
Inkrementierung des Zeitschritts
t(n+1) = t(n) +∆t
t(n) < Tmax
Abbildung 3.1.: Typisches Schema einer Molekulardynamiksimulation mit einem Ther-
mostat gema¨ß der
”
constraint“-Methode.
3.3. Modell spha¨rischer Polymerbu¨rste
In diesem Abschnitt soll das von uns im Rahmen dieser Arbeit zur Simulation einer
spha¨rischen Polymerbu¨rste eingefu¨hrte Modell erla¨utert werden. Der Kern der Bu¨rste
wird aus einem Kolloid mit Radius Rc = 4σLJ gebildet, wobei σLJ den Durchmesser
eines systemtypischen Monomers bezeichnet. Auf diesem sind anna¨hernd homogen Nf
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”
Ankerpunkte“ verteilt, welche sich nicht bewegen ko¨nnen. Die approximative Gleich-
verteilung dieser Punkte wurde mit Hilfe einer MD-Simulation auf der Kugeloberfla¨che
realisiert. Fu¨r letztere wurde ein stark abstoßendes Potential (∝ r−6) verwendet. U¨ber
die Ankerpunkte ist jeweils das erste Monomer der Nf Polymerketten mit dem zentralen
Kolloid verbunden. Jede der Ketten hat Nc Monomere mit Radius Rm = 0.5σLJ, welche
als Punktteilchen angesehen werden und dementsprechend keine intrinsischen Rotati-
onsfreiheitsgrade besitzen. Sowohl das Kolloid als auch alle Monomere haben trotz ihrer
unterschiedlichen Ausdehnung die selbe Masse mmon = mcoll = m0 = 1. Die Anzahl
der Ketten Nf sowie der Polymere je Kette Nc werden jeweils im Bereich [10; 70] bei
einem Inkrement von 10 variiert. Damit wurden Bu¨rsten sowohl mit einer eher starken
Anisotropie (Nf = 10 sowie Nc = 10) als auch einer homogeneren Gestalt (Nf = 70,
Nc = 70) untersucht.
Die sterischen Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Monomeren des Systems so-
wie der Monomere mit dem zentralen Kolloid werden mit Hilfe des rein repulsiven,
beschra¨nkten und verschobenen Lennard-Jones Potentials modelliert (Weeks-Chandler-
Andersen Potential (WCA) [44]).
v0 (r) =


4ǫLJ
[(
σLJ
r−rαβ
)12
−
(
σLJ
r−rαβ
)6
+ 1
4
]
; r ≤ 21/6σLJ + rαβ
0 ; r > 21/6σLJ + rαβ
(3.11)
An dieser Stelle wurde dem Ansatz von [45] folgend der reduzierte Abstand rαβ =
(rα+ rβ)−σLJ eingefu¨hrt. Hierbei sind mit rα respektive rβ die Radien der beiden inter-
agierenden Teilchen bezeichnet. Diese Notation ermo¨glicht die Anwendung des obigen
Potentials auf Teilchenmischungen unterschiedlicher Radien. Die Sta¨rke der sterischen
Wechselwirkung wurde gleich ǫLJ = 1 gesetzt. Eine Skizze des WCA-Potentials ist in
Abbildung 3.2(a) gezeigt.
Die im System vorhandenen Bindungen (Kolloid - Monomer, Monomer-Monomer) wer-
den durch das FENE-Potential (finite extensible nonlinear elastic) [12, 21] realisiert.
vch (r) =


−1
2
kFENE
(
R0
σLJ
)2
ln
[
1−
(
r
R0
)2]
; r ≤ R0
∞ ; r > R0
(3.12)
Der Parameter R0 bezeichnet die maximale Elongation der Bindung und die Federkon-
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(a) WCA - Potential (b) WCA + FENE - Potential
Abbildung 3.2.: Skizzen der im Modell einer spha¨rischen Polymerbu¨rste verwendeten
Wechselwirkungspotentiale.
stante kFENE ihre Sta¨rke. Fu¨r eine Parameterkonfiguration R0 = 1.5σLJ und kFENE = 30ǫ
konnte gezeigt werden, dass die Polymerketten auf Grund der Sta¨rke der Monomerwech-
selwirkungen sich nicht gegenseitig und auch nicht sich selbst durchdringen ko¨nnen [21].
Die dieser Parameterkonfiguration entsprechende Gleichgewichtsla¨nge der Bindung bei
Beru¨cksichtigung der Paarwechselwirkung sukzessiver Monomere ist r ≈ 0.97σLJ. Die
Gesamtwechselwirkung zwischen zwei Monomeren mit Radius Rm = 0.5σLJ ist in Ab-
bildung 3.2(b) gezeigt.
Es ist wichtig anzumerken, dass im Gegensatz zu den als Punktteilchen modellierten
Monomeren das zentrale Kolloid drei intrinsische Rotationsfreiheitsgrade besitzt. Dreh-
momente auf das Kolloid werden ausschließlich durch die Bindungen zwischen den Anker-
punkten und dem jeweils ersten Monomer jeder Kette erzeugt. Dies ermo¨glicht der Poly-
merbu¨rste bei einer spha¨risch inhomogenen Kra¨fteverteilung durch Rotation die energe-
tisch niedrigste Konfiguration anzunehmen. Dementsprechend wird die Implementation
von Rotationen eher fu¨r niedrige Kettendichten unter Einwirkung inhomogener a¨ußerer
Kra¨fte leichte Unterschiede gegenu¨ber einem Rotationen- vernachl¨ssigenden Modell lie-
fern. In Abbildung 3.3 ist zur Verdeutlichung des Modells eine spha¨rische Polymerbu¨rste
mit Nf = 50 Ketten und Nc = 50 Monomeren je Kette dargestellt.
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Abbildung 3.3.: Spha¨rische Polymerbu¨rste mit Nf = 50 Polymerketten und Nc =
50 Monomeren je Kette. Die Monomere wurden aus Gru¨nden der
U¨bersichtlichkeit mit einem reduzierten Radius R˜m = 0.25σLJ geplottet.
30
4. Ergebnisse
In diesem Abschnitt soll eine Auswahl der im Rahmen der vorliegenden Arbeit gewon-
nenen Ergebnisse pra¨sentiert werden. Dabei werden im Folgenden reduzierte Einheiten
verwendet. Reduzierte Einheiten werden durch eine Reskalierung mit systemtypischen
Gro¨ßenordnungen gewonnen. Somit erha¨lt man dimensionslose Gro¨ßen, deren Zahlen-
werte in der Gro¨ßenordnung der Einheit liegen. Dies ist fu¨r die Genauigkeit der durch-
gefu¨hrten Berechnungen im Computer von Vorteil, da es die den Berechnungen zugrun-
deliegenden Gleichungen vereinfacht. Ein weiterer wichtiger Grund fu¨r die Verwendung
von reduzierten Einheiten liegt in der Mo¨glichkeit der Skalierbarkeit der Ergebnisse.
Dementsprechend kann unter Umsta¨nden ein einzelnes Modell eine große Anzahl an
Problemen akkurat beschreiben. Wir haben in unserer Arbeit die Einheiten der drei
Gro¨ßen La¨nge r, Masse m und Energie e wie folgt gewa¨hlt [35], wobei die reduzierten
Einheiten in diesem Fall mit x˜ gekennzeichnet sind:
• La¨nge: r˜ = r
σLJ
; σLJ Durchmesser eines Monomers
• Energie: e˜ = e
ǫ
; ǫ systemtypische Energie
• Masse: m˜ = m
m0
; m0 Masse eines Monomers
Die Einheit der Temperatur ergibt sich zu ǫ
kB
. Durch die Wahl kB = 1 ist diese eindeutig
bestimmt.
Mit Hilfe dieser Festlegungen lassen sich alle weiteren Einheiten ableiten. So ergibt sich
zum Beispiel die folgende Skalierung der Zeit in unserem System:
t˜ = t/
√
mσ2
ǫ
Im weiteren Verlauf werden reduzierte Einheiten nicht mehr mit x˜ gekennzeichnet, son-
dern ihre Verwendung vorausgesetzt.
Alle vorgestellten Ergebnisse wurden mit Hilfe eines in C++ programmierten Simula-
tionsprogramms gewonnen. Dazu wurde das in Abschnitt 3.3 vorgestellte Modell fu¨r
spha¨rische Polymerbu¨rsten umgesetzt. In allen im Folgenden verwendeten Programm-
varianten wurde vor der Durchfu¨hrung von Messungen entweder die Equilibrierung des
31
4. Ergebnisse
vorliegenden Systems u¨ber mindestens 5 · 106 Simulationsschritte abgewartet oder ein
bereits equilibriertes System eingelesen. Die Gro¨ße des verwendeten Zeitschritts betrug
jeweils ∆t = 10−4. Dieser Wert lieferte einen guten Kompromiss zwischen der Geschwin-
digkeit der Simulation sowie der Erhaltung der Gesamtenergie. Alle weiteren fu¨r die
durchgefu¨hrten Simulationen relevanten Informationen werden in den jeweiligen Ab-
schnitten geliefert.
4.1. Simulation freier Polymerbu¨rsten
In diesem Abschnitt werden wir eine Polymerbu¨rste ohne externe Felder betrachten und
ihre Eigenschaften bestimmen. Dies ist fu¨r den weiteren Verlauf der Arbeit notwendig,
da die Deformation eines Objekts immer relativ zu seiner urspru¨nglichen Ausdehnung
gesehen werden muss. In diesem Fall betrachten wir jedoch ein Objekt, dass keine klar
definierten Grenzen besitzt, sondern auf Grund der Bewegung der einzelnen Monomere
eine zeitlich stark variierende Form aufweist. Die nun pra¨sentierten Ergebnisse dienen
demnach weiterfu¨hrenden Untersuchungen als Grundlage. Des Weiteren ermo¨glichen sie
einen Vergleich zu Studien von Lo Verso et al. [25], die dieselben Untersuchungen an frei-
en Polymerbu¨rsten durchgefu¨hrt haben, und damit eine qualitative U¨berpru¨fung unserer
Ergebnisse sowie unseres Modells.
Es werden insgesamt 49 Konfigurationen von Polymerbu¨rsten untersucht. Die Anzahl
Nf der Polymerketten sowie die Anzahl Nc der Monomere je Kette wird von 10 bis 70
in Zehnerschritten variiert. Als Ausgangskonfiguration dient jeweils eine Polymerbu¨rste
mit radial ausgestreckten Ketten, wobei die einzelnen Monomere jeder Kette zum Zeit-
punkt t = 0 im Minimum des Wechselwirkungspotentials liegen. Im Folgenden werden
die am System nach der Equilibrierung durchgefu¨hrten Messungen und ihre Ergebnisse
vorgestellt.
4.1.1. Monomerdichte
Die radiale Monomerdichte ρ(r) des Systems wird durch Zuordnung der einzelnen Mo-
nomere zu um den Mittelpunkt des Kolloids zentrierten Schalen der Breite ∆r gemessen.
Dabei wird die Anzahl N [i] der Monomere in einer Schale i u¨ber eine Anzahl von Mes-
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schritten Ncount akkumuliert und anschließend normiert:
ρ(r +
1
2
∆r) =
N [i]
4
3
π
(
(r +∆r)3 − r3
)
︸ ︷︷ ︸
∆Vi
·Ncount
(4.1)
Der erste Term im Nenner bezeichnet das Volumen ∆Vi der Schale i. Die Dichte wird
u¨ber einen Zeitraum von 5 · 107 Simulationsschritten gemessen. Dies fu¨hrt zu einer gu-
ten Messstatistik. Zusa¨tzlich zur radialen Dichte aller Monomere wurde die Dichte der
Endmonomere ρe(r) bestimmt und auf die selbe Weise normiert.
In Abbildung 4.1 sind die radialen Monomerdichten sowie die Dichten der Endmonomere
fu¨r ausgewa¨hlte Parameterkonfigurationen gezeigt. Der Abstand r wird im Verha¨ltnis
zum Mittelpunkt des Kolloids gemessen. Deutlich ist jeweils der Dichtepeak der an
das Kolloid gebundenen ersten Monomere jeder Kette zu erkennen. Daran anschließend
zeigt sich ein weiteres Dichtemaximum, welches den Schluss zula¨sst, dass die radialen
Absta¨nde zum Kolloid der ersten beiden Monomere jeder Kette nur leicht fluktuieren.
Dieses Pha¨nomen la¨sst sich mit der Bildung von Teilchenschichten in der Anwesen-
heit harter Wa¨nde vergleichen und konnte auch fu¨r ebene Bu¨rsten beobachtet werden
[25]. Ketten mit einer La¨nge von Nc = 10 Monomeren zeigen anschließend an die ers-
ten beiden Peaks einen direkten U¨bergang zu einem exponentiellen Abfall der Dich-
te. La¨ngere Ketten hingegen weisen eine mit steigender Kettenla¨nge gro¨ßer werdende
U¨bereinstimmung mit dem von Daoud und Cotton vohergesagten Dichteabfall bei Stern-
polymeren (ρ(r) ∝ r−
4
3 ) auf, bevor sie ebenfalls exponentiell auf Null abfallen.
Dieses Verhalten und vor allen Dingen die partielle U¨bereinstimmung mit dem Sternpo-
lymer-Grenzfall in einem mittleren Raumbereich la¨sst sich wie folgt erkla¨ren. Die mitt-
leren Monomere jeder Kette unterliegen mehreren Einflu¨ssen. Zum einen wechselwirken
sie mit den ersten Monomeren jeder Kette, die auf Grund der Bindungen relativ nah an
das zentrale Kolloid gebunden sind. Dies fu¨hrt zu einer Abstoßung der mittleren Mo-
nomere vom Kolloid weg, welches jedoch durch die Bindungen begrenzt wird. Daru¨ber
hinaus ist die radiale Monomerdichte in diesem Raumbereich noch relativ hoch, welches
den Monomeren die freie Bewegung in tangentialer Richtung zum zentralen Kolloid er-
schwert, da dies zu Wechselwirkungen mit anderen Monomeren fu¨hrt. Dementsprechend
ist der Dichteabfall stark verbunden mit dem jedem Monomer zur Verfu¨gung stehenden
freien Volumen, welches in diesem Raumbereich stark beschra¨nkt ist, aber mit zuneh-
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Abbildung 4.1.: Radiale Dichteverteilung der Monomere ρ(r) sowie Endmonomere ρe(r)
einer spha¨rischen Polymerbu¨rste mit Nf = 20 bzw. Nf = 50 Polymer-
ketten in Abwesenheit externer Kra¨fte. Die La¨nge Nc der Polymerketten
wird variiert. In 4.1(a) sowie 4.1(c) kennzeichnet die strichlierte Linie
jeweils den Sternpolymergrenzfall ρ(r) ∝ r−
4
3 .
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mendem Abstand wa¨chst. Der sich daran anschließende exponentielle Abfall der Dichte
liegt in Fluktuationen der a¨ußeren Monomere der Ketten begru¨ndet. Dabei mu¨ssen die
a¨ußeren Monomere im Gegensatz zum von Daoud und Cotton entwickelten Modell nicht
die Endmonomere der Ketten sein, wie die folgenden Untersuchungen zeigen werden.
Diese werden durch das Wechselspiel zwischen der Minimierung der Monomerwechsel-
wirkungen (ausgestreckte Konfiguration) und der Maximierung der Entropie (kompakte
Struktur) hervorgerufen und sind nur in gro¨ßerem Abstand vom Kolloid und folglich
ausreichend großem freien Volumen fu¨r jedes Monomer mo¨glich.
Vergleicht man die Dichten fu¨r unterschiedliche Kettenla¨ngen, so kann man erkennen,
dass die Ausdehnung jeder Polymerbu¨rste zwar mit steigender La¨nge Nc wa¨chst, dieses
Wachstum aber nicht linear ist und sich fu¨r ho¨here Werte von Nc abschwa¨cht. Dies wird
im Folgenden bei der Betrachtung des Gyrationsradius der Bu¨rsten noch na¨her unter-
sucht werden. Der Vergleich von Polymerbu¨rsten mit einer unterschiedlichen Anzahl an
Ketten (Abbildung 4.1(a) Nf = 20 sowie Abbildung 4.1(c) Nf = 50) zeigt, dass die
Ausdehnung der Ketten nur leicht mit steigender Kettenzahl wa¨chst. Die Anzahl der
Monomere in den entsprechenden Dichteschalen nimmt aber natu¨rlich auf Grund der
ho¨heren Monomerzahl fu¨r eine gro¨ßere Anzahl an Ketten zu.
Betrachtet man die Dichteverteilung der Endmonomere einer jeden Polymerkette in den
Abbildungen 4.1(b) & 4.1(d) und vergleicht diese mit den Monomerdichten 4.1(a) &
4.1(c), so wird deutlich, dass die Endmonomere der Ketten sich nicht am Rand der
Polymerbu¨rste befinden. Die Ketten falten sich aus entropischen Gru¨nden zuru¨ck. Dies
wird durch eine ho¨here Monomerdichte und die damit verbundene sta¨rkere Monomer-
Monomer-Wechselwirkung in der Na¨he des Kolloids kompensiert. Insgesamt fu¨hrt dies
zu einem Peak der Endmonomerdichte in ungefa¨hr dem Bereich, in dem eine Abweichung
vom Daoud - Cotton Verhalten und dementsprechend eine von kleinen freien Volumen
dominierte Dynamik des Systems festgestellt werden kann.
4.1.2. Gyrationstensor
Der Gyrationsradius Rg ist eine weitere Gro¨ße, mit der die Ausdehnung eines Polymer-
systems gemessen werden kann. Er ist definiert durch:
Rg =
[
1
NMon
NMon∑
i=1
(ri − r)
2
] 1
2
(4.2)
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NMon = Nf ·Nc ist die Gesamtzahl der Monomere im System und mit r =
1
NMon
∑NMon
i=1 ri
wird der Schwerpunkt der Monomere bezeichnet. Die Definition 4.2 la¨sst sich in einen
weiteren Ausdruck umformen, der eine Beziehung zwischen dem Gyrationsradius und
dem mittleren Monomerabstand herstellt [24].
Rg =
[
1
N2Mon
NMon∑
i=1
NMon∑
j=i+1
(ri − rj)
2
] 1
2
(4.3)
Der Gyrationsradius stellt demnach eine fu¨r die Ausdehnung des Systems typische Gro¨ße
dar, die sich auch gut mit experimentell bestimmten Gro¨ßen, wie z.B. dem Strukturfak-
tor, in Verbindung setzen la¨sst.
Es kann des Weiteren gezeigt werden, dass sich letzterer aus dem Gyrationstensor G
eines Systems berechnen la¨sst. Der Gyrationstensor G ist formal definiert durch:
Gkl =
NMon∑
i=1
r
(i)
k · r
(i)
l k, l ∈ {x, y, z} (4.4)
und entha¨lt somit u¨ber die paarweisen Produkte der Teilchenkoordinaten aller Raum-
richtungen Informationen u¨ber die ra¨umliche Ausdehnung des Systems. Eine Diagonali-
sierung des Tensors liefert sowohl die Eigenwerte λ als auch die zugeho¨rigen Eigenvekto-
ren v. Die absolute Gro¨ße der Eigenwerte ist ein Maß fu¨r die Ausdehnung des Objekts
in Richtung des zugeho¨rigen Eigenvektors. Der Eigenvektor des maximalen Eigenwerts
entspricht demnach der Raumrichtung mit der gro¨ßten Ausdehnung des Objekts, der
Eigenvektor des kleinsten Eigenwerts der geringsten. Sieht man die Eigenvektoren als
die Richtungen der Halbachsen eines Ellipsoids und die Eigenwerte als deren La¨ngen
an, so kann man dem untersuchten Objekt eine ellipsoidale Form zuweisen, die seine
Gestalt anna¨hert. Dadurch la¨sst sich einem Objekt mit fluktuierender Gestalt zu jedem
Zeitpunkt eine scharfe Grenzfla¨che zuordnen.
Der Gyrationsradius Rg la¨sst sich aus den Eigenwerten des Gyrationstensors G wie folgt
berechnen, wobei auf eine Herleitung an dieser Stelle verzichtet wurde:
Rg =
√
λ2max + λ
2
mid + λ
2
min . (4.5)
λmax, λmid und λmin bezeichnen die drei nach der gro¨ße geordneten Eigenwerte des Gy-
rationstensors.
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Weitere Gro¨ßen, die sich mit Hilfe der Eigenwerte berechnen lassen und der Charakteri-
sierung der a¨ußeren Gestalt des untersuchten Objekts dienen, sind die Aspherizita¨t, die
Azylindrizita¨t sowie die relative shape anisotropy. Die Aspherizita¨t bˆ ist definiert durch:
bˆ ≡ λ2max −
1
2
(
λ2mid + λ
2
min
)
. (4.6)
Sie verschwindet nur fu¨r eine perfekt spha¨rische Form des betrachteten Objekts. Letztere
ist gleichbedeutend mit: λmax = λmid = λmin. Der Wert der Aspherizita¨t wa¨chst mit
einer sta¨rker von einer Spha¨re abweichenden Konfiguration des Systems. Wir werden
eine normierte Aspherizita¨t b ≡ bˆ
R2g
verwenden, da uns dies den Vergleich von Systemen
mit unterschiedlicher Ausgangsgro¨ße ermo¨glicht.
Die Azylindrizita¨t eines Systems beschreibt die Abweichung von einer zylindersymme-
trischen Verteilung der Teilchenkoordinaten oder von einer homogenen Verteilung auf
einem geraden Prisma. Wir werden wiederum eine normierte Form betrachten, welche
wir wie folgt definieren:
c ≡
λ2z − λ
2
y
R2g
. (4.7)
λz und λy bezeichnen zwei der drei Eigenwerte, wobei wir davon ausgegangen sind,
dass der Eigenvektor vx des dritten Eigenwerts λx parallel zur Symmetrieachse des
Systems ist. Fu¨r perfekte Zylindersymmetrie eines Objekts gilt dementsprechend λz = λy
und c = 0. Gro¨ßere Werte der Azylindrizita¨t sind wiederum gleichbedeutend mit einer
sta¨rkeren Abweichung von der Symmetrie bezu¨glich der beiden betrachteten Achsen.
Ein allgemeines Maß fu¨r die Isotropie des betrachteten Systems liefert die relative shape
anisotropy κ:
κ ≡
b2 + 3
4
c2
R4g
=
λ4max + λ
4
mid + λ
4
min − λ
2
maxλ
2
mid − λ
2
midλ
2
min − λ
2
minλ
2
max
R4g
. (4.8)
Ihr Wert liegt zwischen 0 und 1 und spiegelt die Isometrie des vorliegenden Objekts
wieder. Dabei entspricht einer perfekt isometrischen Verteilung, wie z.B. einer Kugel
mit λmax = λmid = λmin, ein Wert κ = 0.
Es la¨sst sich zusammenfassen, dass der Gyrationstensor eines Systems umfangreiche
Informationen u¨ber dessen Struktur liefert. Dabei entha¨lt er weit mehr Informationen
als den Gyrationsradius allein und ermo¨glicht somit eine detaillierte Beschreibung der
strukturellen Eigenschaften des betrachteten Objekts.
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Abbildung 4.2.: Gyrationsradius fu¨r variierende Kettenla¨nge Nc und feste Kettenzahl Nf
bzw. feste Kettenla¨nge Nc und variierende Anzahl der Ketten Nf . (Der
statistische Fehler der Messdaten ist geringer als die Symbolgro¨ße.)
Nf 10 20 30 40 50 60 70
ξ 0.701 0.712 0.702 0.684 0.685 0.674 0.672
Tabelle 4.1.: Durch Fit an die Messdaten in Abbildung 4.2(a) bestimmter Exponent
ξ, der die Abha¨ngigkeit des Gyrationsradius einer Polymerbu¨rste von der
Kettenla¨nge Nc beschreibt (Rg ∝ N
ξ
c ). Der Wert des von Daoud und Cotton
fu¨r Sternpolymere bestimmten Exponenten liegt bei ξ = 3
5
.
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Nc 10 20 30 40 50 60 70
ζ 0.440 0.381 0.360 0.302 0.341 0.262 0.461
Tabelle 4.2.: Durch Fit an die Messdaten in Abbildung 4.2(b) bestimmter Exponent
ζ , der die Abha¨ngigkeit des Gyrationsradius einer Polymerbu¨rste von der
Anzahl Nf der Polymerketten beschreibt (Rg ∝ N
ζ
f ). Der Wert des von
Daoud und Cotton fu¨r Sternpolymere bestimmten Exponenten liegt bei
ζ = 1
2
.
Gyrationsradius
In Abbildung 4.2(a) sind die Gyrationsradien von spha¨rischen Polymerbu¨rsten in Ab-
ha¨ngigkeit der Anzahl Nc der Monomere je Kette gezeigt. Fu¨r jeden Graphen ist die
Anzahl der Polymerketten Nf fixiert. Es ist deutlich zu erkennen, dass der Gyrations-
radius mit steigender Kettenla¨nge wa¨chst. Dabei ist das Wachstum jedoch nicht linear,
sondern schwa¨cht sich fu¨r gro¨ßere Werte von Nc ab. Das Einsatzbild in Abbildung 4.2(a)
zeigt fu¨r Nf = 50 einen Vergleich des Skalierungsverhaltens des Gyrationsradius mit der
Kettenla¨nge Nc. Ein Fit der Form Rg = a + b · N
ξ
c liefert einen Exponenten ξ ≈ 0.7,
wie die U¨bersicht in Tabelle 4.1 zeigt. Dieser Wert weicht vom in rot gezeigten Stern-
polymergrenzfall Rg ∝ N
3
5
c (Flory-Exponent) ab. Letzterer scheint aber die zu den drei
gro¨ßten untersuchten Kettenla¨ngen Nc = {50, 60, 70} geho¨renden Werte gut anzuna¨hern,
welches nahe legt, dass der Sternpolymergrenzfall fu¨r hohe Kettenla¨ngen angenommen
wird. Dies stimmt mit der Annahme u¨berein, dass fu¨r sehr große Kettenla¨ngen, die
Ausdehnung des zentralen Kolloids und damit der Unterschied zu einem Sternpolymer
vernachla¨ssigbar wird.
Abbildung 4.2(b) zeigt den Gyrationsradius in Abha¨ngigkeit der Anzahl Nf der Poly-
merketten. Die Theorie von Daoud und Cotton sagt einen Exponenten ζ = 1
2
(Rg ∝ N
ζ
f )
voraus. Nach den Werten in Tabelle 4.2 weichen die Exponenten fu¨r spha¨rische Poly-
merbu¨rsten jedoch von diesem ab. Es ist dennoch wiederum zu erwarten, dass fu¨r la¨ngere
Ketten der Sternpolymer-Grenzfall angenommen wird.
Aspherizita¨t und relative shape anisotropy
In Abbildung 4.3(a) ist die normierte Aspherizita¨t b gezeigt. Diese nimmt mit zuneh-
mender Kettenzahl Nf ab. Eine ho¨here Zahl von Ketten ist gleichbedeutend mit einer
ho¨heren Dichte der Ankerpunkte und dementsprechend mit einer radial homogeneren
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Abbildung 4.3.: Aspherizita¨t sowie relative shape anisotropy einer Polymerbu¨rste fu¨r un-
terschiediche Anzahl an Polymerketten Nf sowie Kettenla¨ngen Nc in
Abwesenheit a¨ußerer Kra¨fte
Verteilung der einzelnen Monomere. Mit steigender Kettenla¨nge wa¨chst die Aspherizita¨t
zuna¨chst, fa¨llt jedoch fu¨r Nc ≈ 60, 70 wieder leicht ab. Eine mo¨gliche Erkla¨rung ist, dass
mit steigendem Wert von Nc die radiale Ausdehnung der einzelnen Ketten zunimmt. Bei
solch einer Konfiguration ko¨nnen wenige, sehr weit vom Kolloid entfernte Monomere
auf Grund ihres großen Beitrags zum Gyrationstensor die Eigenwerte stark beeinflussen.
Erst fu¨r ho¨here Monomeranzahlen fallen diese weniger ins Gewicht. Allgemein ist an-
zunehmen, dass sowohl eine ho¨here Zahl an Ketten als auch la¨ngere Ketten und damit
insgesamt große Monomerzahlen zu einer sta¨rker spha¨rischen Konfiguration der Poly-
merbu¨rste fu¨hren. Diese Aussage wird durch die in Abbildung 4.3(b) dargestellte relative
shape anisotropy unterstu¨tzt. Einzig der Messwert Nf = 20, Nc = 70 widerspricht obiger
Behauptung. Eine Wiederholung der Simulation fu¨r diese Parameterkonfiguration zur
Festigung der pra¨sentierten These ist demnach ratsam. Dies ist insbesondere der Fall,
da bei Unterteilung der Messung in zehn Messintervalle einer La¨nge von jeweils 5 · 106
Simulationsschritten die Standardabweichung bis zu ca. 25% des gemittelten Messwerts
betrug. Dies a¨ndert jedoch nichts an dem beobachteten qualitativen Verhalten.
Es la¨sst sich in U¨bereinstimmung mit Lo Verso et al. [25] zusammenfassen, dass sich
spha¨rische Polymerbu¨rsten erst fu¨r sehr große Kettenla¨ngen dem Sternpolymer-Grenzfall
anna¨hern. Des Weiteren haben die Polymerbu¨rsten eine relativ kompakte Struktur, bei
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der die einzelnen Enden der Polymerketten zuru¨ckgefaltet sind und demnach nicht die
a¨ußeren Enden der Bu¨rste bilden. Außerdem konnte die Abha¨ngigkeit des Gyrationsra-
dius sowohl von der Kettenanzahl Nf als auch -la¨nge Nc und die damit verbundenen
Exponenten bestimmt werden. Die Aspherizita¨t sowie die Anisotropie einer spha¨rischen
Polymerbu¨rste sinkt deutlich mit zunehmender Anzahl an Polymerketten.
Die in diesem Abschnitt erhaltenen Ergebnisse dienen zusa¨tzlich zur Charakterisierung
der Eigenschaften spha¨rischer Polymerbu¨rsten in Abwesenheit externer Felder als Grund-
lage fu¨r die im Folgenden durchgefu¨hrten Untersuchungen zur Elastizita¨t. Dort werden
wir sie als Referenzwert bei der Betrachtung von Deformationen am System verwenden.
4.2. Bestimmung der Poissonzahl spha¨rischer
Polymerbu¨rsten
Zur Bestimmung der Poissonzahl, wie in Abschnitt 2.1.2 pra¨sentiert, muss bei Anwen-
dung einer Spannung auf ein Objekt dessen axiale sowie laterale Dehnung gemessen
werden. In unseren Simulationen spha¨rischer Polymerbu¨rsten folgen wir der experimen-
tellen Idee ein Teilchen zwischen zwei parallelen Wa¨nden zu deformieren. Dabei dienen
letztere jedoch ausschließlich der Deformation des Teilchens und der Betrag der ange-
legten Spannung wird nicht na¨her betrachtet. Zur Implementierung der Wa¨nde wurde
ein Yukawa-artiges Potential benutzt, wie es auch in anderen Studien zum Einsatz kam
[42]. Es ist motiviert durch Untersuchungen der Wechselwirkung von athermischen Den-
drimeren mit ebenen Wa¨nden [10] und sollte auch in unserem Fall eine gute Na¨herung
fu¨r die Wechselwirkung der Polymerketten mit den Wa¨nden liefern.
Vwall (r) = 10
[
e−(
L
2
+z)(
L
2
+ z
) + e–(L2−z)(
L
2
− z
)] ; −L
2
< z <
L
2
(4.9)
Es wird angenommen, dass die Ausdehnung der Wa¨nde unendlich ist und sie senkrecht
auf der zˆ-Achse des Systems stehen. L bezeichnet den Abstand der Wa¨nde, die sich
somit symmetrisch zur xˆ-yˆ-Ebene in −L
2
sowie L
2
befinden.
Die Simulationen werden wie folgt realisiert. Als Startkonfiguration wird die aus den Si-
mulationen freier Polymerbu¨rsten vorhandenen Endkonfigurationen eingelesen. In Aus-
nahmefa¨llen, in denen die Simulation freier Polymerbu¨rsten noch nicht abgeschlossen
ist, wird eine neue Anfangskonfiguration erstellt und dieser anschließend Zeit zur Equi-
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librierung gelassen. In beiden Fa¨llen wird die Ausdehnung der equilibrierten Bu¨rste
gemessen und als Startwert fu¨r den halben Wandabstand die Gaussklammer des Be-
trags der gro¨ßten vorhandenen z-Koordinate eines Monomers plus einem Wert von 3σ
gewa¨hlt (Lstart
2
= ⌊zmax⌋+3σ). Letzteres soll garantieren, dass bei Einfu¨hrung der Wa¨nde
die Konfiguration der Bu¨rste nur leicht gesto¨rt wird. Da die Poissonzahl die elastischen
Gleichgewichtseigenschaften eines Objekts beschreibt, wird nach der Einfu¨hrung der
Wa¨nde bzw. Verringerung ihres Abstand dem System Zeit zur Equilibrierung gegeben,
bevor die elastischen Eigenschaften durch Messung von Gyrationstensoren u¨ber einen
la¨ngeren Zeitraum bestimmt werden. Anschließend wird der Wandabstand L um einen
Wert ∆L = 0.4σ verringert und das obige Vorgehen wiederholt. Zur Veranschaulichung
des experimentellen Setups ist in Abbildung 4.4 ein Schnappschuss der Simulation ge-
zeigt.
4.2.1. Definition der Poissonzahl mittels Gyrationstensor
Um das Konzept einer Poissonzahl, welches fu¨r makroskopische Ko¨rper mit klar definier-
ten Ausdehnungen formuliert ist, auf spha¨rische Polymerbu¨rsten u¨bertragen zu ko¨nnen,
ist es, wie bereits angesprochen, von No¨ten die Dehnung eines mikroskopischen Objekts
ohne feste Grenzfla¨chen zu definieren. Dazu haben wir zwei unterschiedliche Konzepte
angewendet. In Abschnitt 4.1.2 wurde auf die vielfa¨ltigen Informationen eingegangen,
die der Gyrationstensor eines Systems entha¨lt. Insbesondere liefert er eine Verbindung
zwischen den absoluten Gro¨ßen der maximalen, mittleren und minimalen Ausdehnung
des Systems und den damit verbundenen Raumrichtungen. Dadurch ermo¨glicht er die
Erstellung eines die Struktur des Objekts anna¨hernden Ellipsoids mit klar definierten
Grenzfla¨chen.
Fu¨r eine Polymerbu¨rste mit nicht zu kleiner Kettenzahl sowie Kettenla¨nge und damit
anna¨hernd homogener Gestalt erwartet man in Abwesenheit externer Kra¨fte eine ther-
misch induzierte, ungesto¨rte Fluktuation der einzelnen Monomere, welche allein durch
die im Modell vorhandenen Wechselwirkungen begrenzt ist, und dementsprechend eine
freie Fluktuation der drei Eigenvektoren des Gyrationstensors in einem Raumwinkel 4π.
Dies ist angena¨hert fu¨r einen großen Wandabstand (L = 58) in Abbildung 4.6(a) ge-
zeigt. Deutlich ist eine homogene Verteilung aller Eigenvektoren auf der Einheitskugel
sichtbar. Die Homogenita¨t der Konfiguration kann auch im Rahmen der drei Eigenwerte
λmax, λmid & λmin, die in Abbildung 4.5 in Abha¨ngigkeit des Wandabstands L gezeigt
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Abbildung 4.4.: Schnappschuss einer Simulation einer spha¨rischen Polymerbu¨rste mit
Nf = 20 Polymerketten und Nc = 50 Monomeren je Kette. Der Wand-
abstand betra¨gt L = 23.6. Die Monomere sind zur besseren Sichtbarkeit
mit einem reduzierten Radius R˜m = 0.25σLJ dargestellt und die unend-
lich ausgedehnten Wa¨nde nur skizziert.
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Abbildung 4.5.: Eigenwerte des Gyrationstensors einer spha¨rischen Polymerbu¨rste in
Abha¨ngigkeit des Wandabstands L zweier Yukawa-Wa¨nde. Strichliert
ist der einer Simulation ohne externe Felder entsprechende mittlere Ei-
genwert λeq =
1
3
R
(eq)
g eingezeichnet.
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sind, beobachtet werden. Fu¨r den gro¨ßten Wandabstand L
2
= 29 sind die drei Eigen-
werte noch anna¨hernd gleich. Der leichte Unterschied kommt nur durch die bei jeder
Messung drurchgefu¨hrte Sortierung der Eigenwerte zustande. Ihre Gro¨ßenordnung ist
deutlich vergleichbar mit dem einer Gleichgewichtssimulation entsprechenden Eigenwert
λeq =
1
3
R
(eq)
g , welches fu¨r eine wenn u¨berhaupt nur leichte Sto¨rung des Systems bei
diesem Wandabstand spricht.
Dieses Verhalten a¨ndert sich jedoch fu¨r kleiner werdenden Wandabstand und damit
sta¨rkere Kompression der Polymerbu¨rste. Der Wert des kleinsten Eigenwerts verringert
sich deutlich und fa¨llt nach einer anfa¨nglichen U¨bergangsphase anna¨hernd linear ab. Die
U¨bergangsphase kann mit der Deformation der a¨ußeren Monomere der Bu¨rste assoziiert
werden. Die Werte der beiden anderen Eigenwerte steigen immer sta¨rker mit abneh-
mendem Wandabstand an. Interessant ist die Verknu¨pfung dieser Informationen mit der
ra¨umlichen Verteilung der entsprechenden Eigenvektoren, wie sie in den Abbildungen
4.6 (a)-(f) gezeigt sind. Fu¨r geringer werdende Wandabsta¨nde tritt eine deutliche Be-
schra¨nkung der Raumwinkel auf, in denen die einzelnen Vektoren fluktuieren. Wie zu
erwarten ist, beschra¨nkt sich der minimale Eigenvektor immer sta¨rker auf die beiden
Pole in zˆ-Richtung der Einheitskugel, da die Kompression durch die Wand in dieser
Richtung auf die Bu¨rste wirkt. Die Trajektorien, die die anderen beiden Eigenvektoren
bilden, beschra¨nken sich auf die dazu senkrechte Ebene und zeigen insgesamt nur leich-
te Schwankungen in der zˆ-Richtung, bis sie schließlich fu¨r sehr kleine Wandabsta¨nde
perfekt auf einem Ring in der xˆyˆ-Ebene liegen.
Die Eigenvektoren spiegeln demnach die erwartete Dynamik der Kompression einer Po-
lymerbu¨rste sehr gut wieder. Aus diesem Grund kann man sie als Maß fu¨r die ra¨umliche
Ausdehnung des Systems verwenden und mit ihrer Hilfe eine a¨ußere Grenzfla¨che in Form
eines Ellipsoids fu¨r die Polymerbu¨rste definieren. Letztere ist demnach der Oberfla¨che
eines makroskopischen Objekts als a¨quivalent anzusehen. Dementsprechend haben wir
als Maß fu¨r die axiale Deformation die Vera¨nderung des kleinsten Eigenwerts λmin im
Vergleich zum mittleren Eigenwert der freien Bu¨rste λeq =
1
3
R
(eq)
g verwendet. Die Abbil-
dungen 4.6 (a)-(f) zeigen, dass diese Definition sich mit sinkendem Wandabstand immer
besser rechtfertigen la¨sst, da dies gleichbedeutend ist mit einer steigenden Parallelita¨t
des Eigenvektors vmin mit der Wirkrichtung der Kraft zˆ. In Analogie dazu ist der Mit-
telwert der beiden anderen Eigenwerte λmid und λmin ein Maß fu¨r die longitudinale
Deformation. Dabei ist bis jetzt die Sortierung der drei Eigenwerte in jedem Messchritt
unberu¨cksichtigt geblieben. Da die freie Polymerbu¨rste theoretisch drei gleich große Ei-
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Abbildung 4.6.: Eigenvektoren des Gyrationstensors einer Polymerbu¨rste mit Nf = 50
Ketten und jeweils einer La¨nge von Nc = 50 Monomeren fu¨r kleiner wer-
denden halben Wandabstand L
2
. Die beiden Wa¨nde sind jeweils parallel
zur xˆyˆ-Ebene und befinden sich in z1,2 = ±
L
2
. Die Eigenvektoren des
maximalen Eigenwerts sind in Schwarz, die des mittleren in Rot und die
des minimalen in Gru¨n gezeichnet.
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genwerte haben sollte, setzen wir jeweils die beim gro¨ßten Wandabstand gemessenen
Eigenwerte mit dem Wert der freien Bu¨rste in Beziehung und ziehen die Differenz als
die Sortierung bereinigenden Shift von allen spa¨ter gemessenen Eigenwerten ab.
Demnach la¨sst sich die Poissonzahl mit Hilfe des Gyrationstensors nach folgendem Sche-
ma berechnen:
1. Bestimmung des jeweiligen Shifts fu¨r alle Eigenwerte durch Vergleich des Eigen-
werts bei maximalem Wandabstand λi(Lmax) mit dem Eigenwert der freien Poly-
merbu¨rste λeq:
∆λi = λi(Lmax)− λeq ; i = {max,mid,min}
2. Bereinigen aller weiteren gemessenen Eigenwerte um den entsprechenden obigen
Shift und Berechnung der Poissonzahl fu¨r jeden Wandabstand L:
λ˜i(L) = λi(L)−∆λi ; i = {max,mid,min}
ν(L) = −
λ˜min(L)− λeq
1
2
(
λ˜max(L) + λ˜mid(L)
)
− λeq
(4.10)
4.2.2. Definition der Poissonzahl mittels 2. Moment der
Dichteverteilung
Im letzten Abschnitt wurde die Mo¨glichkeit na¨her diskutiert die Form eines Objekts mit
Hilfe des Gyrationstensors zu beschreiben. Dies bringt aber den Nachteil mit sich, dass
er fu¨r eine gute Statistik sehr oft gemessen werden muss. Des Weiteren existiert, wie
wir gesehen haben, erst fu¨r hohe Kompressionen eine anna¨hernd perfekte Parallelita¨t
des minimalen Eigenvektors und der Kraftrichtung, welches zu leichten Fluktuationen
in den Messwerten fu¨hren kann. Diese Probleme treten nicht auf, wenn man die auf die
kartesischen Achsen projizierte Monomerdichte betrachtet. Diese garantiert eine perfekte
Parallelita¨t zur Kraftrichtung und weist daru¨ber hinaus auf Grund der leichten und
schnellen Messbarkeit eine sehr gute Statistik der Messwerte auf.
Wir haben als Maß fu¨r die Ausdehnung der Polymerbu¨rste das zweite Moment der in den
Abbildungen 4.7 (a)-(f) exemplarisch gezeigten auf die kartesischen Koordinatenachsen
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Abbildung 4.7.: xˆ, yˆ & zˆ Projektionen der Monomerdichte einer Polymerbu¨rste mit
Nf = 50 Ketten und einer La¨nge von Nc = 50 Monomeren fu¨r kleiner
werdenden halben Wandabstand L
2
. Die beiden Wa¨nde liegen jeweils
parallel zur xˆyˆ-Ebene in z1,2 = ±
L
2
.
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Abbildung 4.8.: Vergleich der mit Hilfe des Gyrationstensors G bzw. der Dichte ρ be-
stimmten Poissonzahlen ν. Die Anzahl der Polymerketten betra¨gt bei
allen Graphen jeweils Nf = 50. Die La¨nge der Polymerketten Nc ist
angegeben.
projizierten Monomerdichten verwendet:
lk =
∫
k2ρk (k) dk ; k = {x, y, z}. (4.11)
Als Referenzwert l(0), der die Ausdehnung der freien Polymerbu¨rste charakterisiert, dient
das normierte zweite Moment der radialen Dichte der freien Polymerbu¨rste:
l(0) =
4
3
π
∫
r2ρ (r) r2dr. (4.12)
Die angepasste Definition der Poissonzahl fu¨r eine Kompression in zˆ-Richtung lautet
somit:
ν = −
lz − l
(0)
1
2
(lx + ly)− l(0)
. (4.13)
4.2.3. Vergleich der beiden Definitionen
In Abbildung 4.8 ist ein Vergleich der gema¨ß der beiden obigen Konzepte bestimmten
Poissonzahlen ν gezeigt. Es ist gut zu erkennen, dass die Ergebnisse fu¨r relativ starke
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Abbildung 4.9.: Poissonzahl ν in Abha¨ngigkeit des Wandabstands L. Die Anzahl der
Ketten betra¨gt Nf = 30 bzw. Nf = 50 und die La¨nge Nc der Polymer-
ketten wird wie angegeben variiert.
Kompressionen gut u¨bereinstimmen. Dies entspricht auch dem Fall, in dem die beiden
Methoden auf Grund der Parallelita¨t von minimalem Eigenvektor und zˆ-Achse die ex-
akt gleichen Gro¨ßen messen sollten. Fu¨r geringe Deformationen ist die mit Hilfe des
Gyrationstensors gemessene Poissonzahl betraglich kleiner und entspricht damit einem
weicheren Teilchen. Der Unterschied der beiden Methoden in diesem Bereich liegt darin
begru¨ndet, dass die Eigenvektoren des Gyrationstensors fu¨r große Wandabsta¨nde fluk-
tuieren und ihre Trajektorien nicht auf die kartesischen Koordinatenachsen beschra¨nkt
sind. Dadurch messen die beiden Methoden unterschiedliche Ausdehnungen des Objekts,
wobei bei Verwendung des Gyrationstensors sowohl die Elongation des Objekts maxi-
miert als auch die Kompression minimiert wird, unabha¨ngig von ihren Raumrichtungen.
Wie bereits besprochen, verschwindet dieser Effekt fu¨r ho¨here Kompressionen. Im phy-
sikalisch interessanten Bereich mittlerer Kompressionen ist die U¨bereinstimmung der
beiden Methoden jedoch sehr gut. Wir werden in dem folgenden Abschnitt die Dich-
te zur Berechnung der Poissonzahl nutzen, da wir, wie diskutiert, von ihr erwarten in
diesem Fall sowohl eine ho¨here Genauigkeit aufzuweisen als auch besser die von uns
gesuchte Gro¨ße widerzuspiegeln.
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4.2.4. Poissonzahl in Abha¨ngigkeit der Kettenla¨nge sowie -anzahl
Nachdem wir die beiden Methoden zur Charakterisierung der Form einer spha¨rischen
Polymerbu¨rse oder a¨hnlicher Objekte verglichen haben, wollen wir in diesem Abschnitt
nun na¨her auf die elastischen Eigenschaften eingehen. Dazu sind in den Abbildungen
4.9(a) und 4.9(b) die Poissonzahlen von Polymerbu¨rsten mit Nf = 30 respektive Nf = 50
Armen fu¨r unterschiedliche Kettenla¨ngen in Abha¨ngigkeit des Wandabstandes gezeigt. In
beiden Fa¨llen beschra¨nken wir uns bei der Diskussion der Ergebnisse auf einen mittleren
Bereich der gezeigten Kurven, fu¨r die wir die eigentlichen elastischen Eigenschaften des
Materials testen und die Teilchen weder unphysikalisch stark komprimiert wurden (L
2
.
7− 8σ) noch nur eine ganz leichte Kompression der a¨ußersten Monomere vorlag.
Wie gut zu sehen ist, liegt die Poissonzahl in diesem Bereich in dem fu¨r makroskopi-
sche Materialien physikalisch sinnvollen 0 < ν < 1
2
1. Dieses Ergebnis ist nicht selbst-
versta¨ndlich. Wir haben bei der U¨bertragung der Konzepte auf diese kleinen La¨ngenskalen
implizit angenommen, dass auch im mikroskopischen Fall von einem isotropen sowie ho-
mogenen Objekt gesprochen werden kann. Die fu¨r eine freie Polymerbu¨rste vorgestellten
Ergebnisse bezu¨glich der Aspherizita¨t sowie relative shape anisotropy machen jedoch
deutlich, dass dies nur eine Na¨herung sein kann, die fu¨r ho¨here Kettenzahlen sowie -la¨n-
gen immer besser zutrifft.
Die Poissonzahlen einer spha¨rischen Polymerbu¨rste nehmen mit wachsender Kettenla¨nge
zu. Letztere ist gleichbedeutend mit einer gro¨ßeren Anzahl von Monomeren und da-
mit einer ho¨heren Monomerdichte in der Na¨he des Kolloids. Dies fu¨hrt dazu, dass die
durch die Wa¨nde komprimierten Polymerketten die u¨brigen sta¨rker in die xˆ sowie yˆ
Richtung dru¨cken. Dementsprechend fu¨hren ho¨here Kettenla¨ngen zu einer unter Kom-
pression kompakteren Struktur der Bu¨rste in der Na¨he des Kolloids und folglich zu
inkompressibleren Polymerbu¨rsten.
In den Abbildungen 4.10(a) und 4.10(b) ist die Abha¨ngigkeit der Poissonzahl von der
Anzahl Nf der Ketten zu beobachten. Wiederum wa¨chst die Poissonzahl mit steigen-
der Kettenzahl und der damit verbundenen ho¨heren Anzahl an Monomeren im System.
Dieser Effekt fa¨llt jedoch deutlich geringer aus als fu¨r variierende Kettenla¨ngen. Des
Weiteren scheinen die einzelnen Kurven auf eine Grenzkurve hin zu konvergieren. Dieses
Pha¨nomen ko¨nnte sich dadurch erkla¨ren lassen, dass mit steigender Anzahl der Ketten
1Manning [28] konnte zeigen, dass Polyelektrolyte, wie z.B. DNA, eine negative Poissonzahl aufwei-
sen ko¨nnen. Dabei beru¨cksichtigt er jedoch explizit die kondensierten Gegenionen als integralen
Bestandteil des Polyelektrolyts.
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Abbildung 4.10.: Poissonzahl ν in Abha¨ngigkeit des Wandabstands L. Die Anzahl der
Monomere je Kette ist mit Nf = 30 bzw. Nf = 50 fixiert. Die Anzahl
der Polymerketten wird im Intervall Nf ∈ [10; 70] variiert.
die Monomerverteilung in der Na¨he des Kolloids immer homogener wird und die sukzes-
siven Homogenita¨tsunterschiede mit wachsenden Kettenzahlen immer geringer werden.
Die Zunahme der Monomerdichte in diesem Raumbereich wird durch das zur Verfu¨gung
stehende Volumen begrenzt, welches einen natu¨rlichen Grenzfall bildet.
Abschließend bleibt zu untersuchen, ob die Poissonzahl einer spha¨rischen Polymerbu¨rste
ausschließlich durch die Gesamtzahl der Monomere NMon = NfNc bestimmt wird. Dass
dies nicht der Fall ist, ist in Abbildung 4.11 dargestellt. Dort sind fu¨r feste Monomerzahl
NMon = 1200 die vier diesem Wert entsprechenden von uns untersuchten Parameterkon-
figurationen gezeigt. Es ist deutlich zu sehen, dass die vier Graphen nicht miteinander
u¨bereinstimmen. Besteht zwar eine A¨hnlichkeit fu¨r nur leichte Variation der beiden Pa-
rameter (Nf = 30, Nc = 40 zu Nf = 40, Nc = 30), so unterscheiden sich die Graphen
der beiden anderen (Nf = 20, Nc = 60 zu Nf = 60, Nc = 20) deutlich. Dementspre-
chend scheint die Abha¨ngigkeit der Poissonzahl von Kettenla¨nge sowie -anzahl nicht
entkoppelt zu sein. Unseren Erwartungen entsprechend fu¨hrt jedoch eine Erho¨hung ei-
nes jeden der beiden Parameter zu einem gro¨ßeren Wert der Poissonzahl und damit zu
einem inkompressibleren Objekt.
Insgesamt haben wir in diesem Abschnitt zeigen ko¨nnen, dass sich das in der linea-
ren Elastizita¨thstheorie fu¨r makroskopische Objekte definierte Konzept der Poissonzahl
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Abbildung 4.11.: Poissonzahl einer spha¨rischen Polymerbu¨rste in Abha¨ngigkeit des
Wandabstands L fu¨r Systeme mit einer festen Monomeranzahl NMon =
NfNc = 1200.
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auch auf mikroskopische Objekte erweitern la¨sst. Auf Grund der fehlenden radialen Ho-
mogenita¨t erha¨lt man jedoch keinen konstanten Wert fu¨r die Poissonzahl, so wie das
fu¨r makroskopische Materialien der Fall ist, sondern ihr Wert ha¨ngt von der Sta¨rke der
Kompression ab. Eine ho¨here Kompression in axialer Richtung fu¨hrt zu einer gro¨ßer
werdenden longitudinalen Elongation. Die fu¨r makroskopische Materialien als physika-
lisch sinnvoll festgelegten Grenzen fu¨r den Wert der Poissonzahl werden dabei u¨ber weite
Bereiche eingehalten und nur bei unphysikalisch hohen Kompressionen u¨berschritten.
4.3. Youngscher Modul
Nachdem wir im vorangegangenen Abschnitt zeigen konnten, dass die U¨bertragung von
Konzepten der linearen Elastizita¨tstheorie auf mikroskopische Objekte mo¨glich ist und
physikalische Resultate liefert, wollen wir uns in diesem Abschnitt mit dem Youngschen
Modul E bescha¨ftigen. Um diesen zu bestimmen, werden nach seiner Definition in Glei-
chung 2.2 die auf das Objekt wirkende Spannung sowie Dehnung beno¨tigt. Die Dehnung
des Objekts ist der Quotient der La¨ngenvera¨nderung in Wirkrichtung der Kraft und der
urspru¨nglichen Ausdehnung L0 und la¨sst sich in unserer Simulation mit Hilfe der Eigen-
werte des Gyrationstensors messen. Die Bestimmung der Spannung, welche als Kraft pro
Fla¨che definiert ist, ist jedoch schwieriger als die Dehnung auf den mikroskopischen Fall
zu u¨bertragen. Des Weiteren existieren mehrere mo¨gliche Realisierungen, um innerhalb
einer Simulation eine Spannung auf ein mikroskopisches Objekt wirken zu lassen.
Wir haben uns fu¨r das folgende Verfahren zur Bestimmung des Youngschen Moduls
entschieden. Zum Start einer Simulation lesen wir die Endkonfiguration einer freien Po-
lymerbu¨rste ein. Dadurch ko¨nnen wir sichergehen, eine vollsta¨ndig equilibrierte Bu¨rste
zu betrachten. Anschließend definieren wir an zwei sich exakt gegenu¨berligenden Punk-
ten des zentralen Kolloids zwei Raumwinkel gleicher Gro¨ße unter der Bedingung, dass
die beiden dieselbe Anzahl an Ankerpunkten von Polymerketten erhalten. Dabei ist es
fu¨r uns nicht wichtig, ob sich auch die Endmonomere der entsprechenden Ketten zum
Zeitpunkt t = 0 der Simulation in diesem Raumwinkel befinden. Anschließend transla-
tieren und rotieren wir das Gesamtsystem auf solch eine Weise, dass das zentrale Kolloid
sich im Ursprung des Koordiantensystems befindet und die Urspungspunkte der Raum-
winkel in (0, 0,±Rc) liegen. An die 2 · Nstretch Endmonomere der sich in den beiden
Raumwinkeln befindenden Ketten lassen wir eine Kraft F angreifen, die jeweils radial
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Nf 10 20 30 40 50 60 70
Nstretch 1 2 3 5 6 6 8
2Nstretch
Nf
0.2 0.2 0.2 0.24 0.25 0.2 0.22857
Tabelle 4.3.: U¨bersicht u¨ber die Anzahl Nstretch der Ketten, auf die eine Kraft F wirkt,
in Abha¨ngigkeit der Anzahl Nf der Gesamtketten. In der dritten Reihe ist
gezeigt, dass u¨ber alle Parameterkonfigurationen ca. 20% der Ketten unter
Spannung stehen.
nach außen wirkt und deren Sta¨rke wir sukzessive erho¨hen. Die auf das Objekt wirkende
Spannung definieren wir infolgedessen als die Gesamtkraft Ftot auf alle Endmonomere in
einem Raumwinkel (Ftot = NstretchF ) dividiert durch die dem Raumwinkel entsprechen-
de Fla¨che A. Letztere wird im Abstand des Gyrationstensors gemessen. Demzufolge ist
die Spannung in unserer Simulation definiert durch:
σ =
Ftot
4πR2g
Nstretch
Nf
(4.14)
Um eine Vergleichbarkeit der Ergebnisse fu¨r unterschiedliche Parameterkonfigurationen
gewa¨hrleisten zu ko¨nnen und der unterschiedlichen Anzahl an Polymerketten Rechnung
zu tragen, variiert die Anzahl der Ketten pro Raumwinkel Nstretch, auf deren Endmono-
mere jeweils die Kraft F wirkt. Dabei haben wir versucht den entsprechenden Raum-
winkel anna¨hernd konstant zu halten, wie in Tabelle 4.3 zu sehen ist.
In den Abbildungen 4.12(a) & 4.12(b) sind die in unseren Simulationen bestimmten
Werte fu¨r den Youngschen Modul einer spha¨rischen Polymerbu¨rste gezeigt. Die Ergeb-
nisse lassen sich in zwei Bereiche unterteilen. Im ersten nichtlinearen Bereich werden die
elastischen Eigenschaften der Polymerbu¨rste getestet, da die Ketten, auf die eine Kraft
wirkt, in diesem Fall noch nicht vollsta¨ndig elongiert sind. Im zweiten Bereich und gleich-
bedeutend bei ho¨heren Kra¨ften sind die Ketten bereits vollsta¨ndig linear und es werden
ausschließlich die elastischen Eigenschaften der Bindungen untersucht. Die Steigungen
der Graphen im zweiten linearen Bereich wachsen leicht mit abnehmender Kettenla¨nge.
Der Grund hierfu¨r liegt darin, dass fu¨r la¨ngere Ketten mehr Bindungen deformiert wer-
den und demnach jede Bindung eine kleinere Auslenkung aus ihrer Gleichgewichtslage
erfa¨hrt. Dies ist gleichbedeutend mit einer leichteren Elongation la¨ngerer Ketten um
dieselbe Wegstrecke.
Betrachtet man den nichtlinearen Bereich, in dem die Elastizita¨t der Polymerbu¨rste
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Abbildung 4.12.: Youngscher Modul E in Abha¨ngigkeit der auf eine Polymerbu¨rste wir-
kenden Spannung σ. Die Anzahl der Polymerketten ist mit Nf = 30
bzw. Nf = 40 fixiert. Die Anzahl der Polymere je Kette wird wie an-
gegeben variiert.
an sich getestet wird, so erkennt man, dass ku¨rzere Ketten einen ho¨heren Wert des
Youngschen Moduls induzieren und sie dementsprechend zu einer festeren Polymerbu¨rste
fu¨hren. Des Weiteren ist die urspru¨ngliche Steigung der Graphen sehr groß und flacht
sich erst anschließend auf die Steigung des linearen Bereichs ab. Hier ist zu beachten,
dass bei der Definition des Youngschen Moduls die Dehnung als zur Gleichgewichtskon-
figuration relative Deformation betrachtet wird. Eine kurze Polymerkette, die auf Grund
der Fixierung auf dem Kolloid und der benachbarten Ketten bereits ohne a¨ußere Kraft
eine im Vergleich zur freien Kette sehr gestreckte Konformation aufweist, kann dem-
nach bei Anlegen einer a¨ußeren Kraft nur wenig weiter gestreckt werden. Die a¨ußeren
Monomere einer la¨ngeren Kette hingegen ko¨nnen sich mit Hilfe der externen Kraft sehr
weit vom Kolloid entfernen. Insbesondere ist zu bedenken, dass die Kraft auf die End-
monomere wirkt, welche in der Gleichgewichtskonfiguration der freien Polymerbu¨rste
zum Kolloid hin zuru¨ckgefaltet sind. Dadurch induzieren wir mit Hilfe der Zugkraft eine
sehr starke A¨nderung der axialen Ausdehnung durch Auffalten der jeweiligen Ketten.
Dementsprechend ist ihre relative Deformation bei gleicher Spannung sehr viel gro¨ßer
als bei Bu¨rsten mit ku¨rzeren Ketten. Dieses Verhalten la¨sst sich in den Abbildungen
4.12(a) & 4.12(b) sowohl fu¨r 30 als auch fu¨r 40 Polymerketten beobachten.
Die Abha¨ngigkeit des Youngschen Moduls E von der Anzahl Nf der Polymerketten
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Abbildung 4.13.: Youngscher Modul E in Abha¨ngigkeit der angelegten Spannung σ. Die
La¨nge der Polymerketten ist mit Nc = 30 bzw. Nc = 40 fixiert. Die
Anzahl der Polymerketten wird wie angegeben variiert.
wird in den Abbildungen 4.13(a) und 4.13(b) diskutiert. Eine Erho¨hung der Ketten-
zahl Nf fu¨hrt zu einem ha¨rteren Objekt. Aus Abschnitt 4.1 wissen wir bereits, dass
die Ausdehnung einer freien Polymerbu¨rste mit steigender Kettenanzahl Nf wa¨chst.
Aus diesem Grund ist bei der Anwendung einer Spannung derselben Gro¨ße auf zwei
Bu¨rsten unterschiedlicher Kettenla¨nge die relative Dehnung fu¨r die Polymerbu¨rste nied-
riger Gleichgewichtsausdehnung gro¨ßer. Dass sich die Graphen fu¨r Nf = {30, 40} sowie
Nf = {60, 70} teilweise u¨berlappen, ist wahrscheinlich Messungenauigkeiten geschuldet.
Zu deren Untersuchung sollten die Simulationen mit la¨ngeren Messintervallen und neu
erstellten Startkonfigurationen wiederholt werden.
Dieser Abschnitt hat gezeigt, dass es mo¨glich ist, den Youngschen Modul eines mikro-
skopischen Objekts zu definieren und zu messen. Fu¨r eine bessere physikalische Inter-
pretation der vorliegenden Daten und insbesondere eine detailliertere Diskussion der
Dehnung/Kompression einer spha¨rischen Polymerbu¨rste ist zu u¨berlegen, weitere expe-
rimentelle Setups zu testen. Eine Mo¨glichkeit besteht darin, nicht wie im vorliegenden
Fall an einzelnen Monomeren zu ziehen, sondern a¨hnlich wie bei der Messung der Pois-
sonzahl, die Bu¨rste zwischen zwei Wa¨nden zu komprimieren. Bei einer solchen Simulation
mu¨ssen die zwischen den Monomeren und der Wand wirkenden Kra¨fte gemessen werden.
Die des Weiteren zur Berechnung der Spannung beno¨tigte Fla¨che ließe sich durch eine
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ortsaufgelo¨ste Beobachtung der Monomer-Wand-Wechselwirkungen definieren.
Eine weitere Mo¨glichkeit besta¨nde in der Verwendung einer Wand mit einem stark be-
grenzten Rampenpotential, sodass die Wand Monomere in einem begrenzten Raum vor
sich mit konstanter Kraft anzieht. Demnach wu¨rde eine Fixierung auf die Endmonomere
entfallen. Dies sind nur zwei exemplarische experimentelle Setups deren Umsetzung wei-
teren Aufschluss u¨ber die elastischen Eigenschaften von Polymerbu¨rsten liefern ko¨nnte.
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Wir haben in dieser Arbeit die Eigenschaften spha¨rischer Polymerbu¨rsten diskutiert.
Dabei sind wir zuna¨chst auf freie Polymerbu¨rsten in Abwesenheit externer Felder ein-
gegangen und konnten in U¨bereinstimmung mit Lo Verso et al. [25] zeigen, dass ihr
Dichteverlauf sich von fu¨r Sternpolymere beobachteten unterscheidet. Erst fu¨r sehr hohe
Kettenla¨ngen ist die Ausdehnung des zentralen Kolloids vernachla¨ssigbar und es kann
ein U¨bergang zum Sternpolymer-Grenzfall beobachtet werden. Des Weiteren nimmt die
Anisotropie sowie die Aspherizita¨t des Systems mit steigender Kettenla¨nge und insbe-
sondere steigender Kettenzahl ab.
Versucht man die fu¨r makroskopische Materialien definierten elastischen Moduln auf
mikroskopische Objekte zu u¨bertragen, so konnten wir zeigen, dass dies mo¨glich ist und
physikalisch sinnvolle Resultate liefert. Dabei haben wir die Form einer spha¨rischen Po-
lymerbu¨rste sowohl mit Hilfe des zugeho¨rigen Gyrationstensors als auch des zweiten
Moments der Dichteverteilung angena¨hert und konnten pra¨sentieren, dass beide Metho-
den gute U¨bereinstimmung liefern. Wir beobachteten Poissonzahlen, die im Gegensatz
zu makroskopischen Materialien nicht konstant sind, sondern auf Grund der radialen
Inhomogenita¨t des mikroskopischen Objekts abha¨ngig von der Sta¨rke der Kompression
sind. Trotz allem liegt ihr Wert u¨ber weite Parameterbereiche innerhalb des fu¨r makros-
kopische homogene und isotrope Materialien physikalisch sinnvollen Intervalls 0 < ν < 1
2
.
Der absolute Wert der Poissonzahl einer spha¨rischen Polymerbu¨rste wa¨chst mit steigen-
der Kettenla¨nge sowie Kettenzahl, wobei die Gesamtmonomerzahl nicht als alleiniger
Grund dafu¨r angesehen werden kann.
Motiviert durch diese Ergebnisse haben wir des Weiteren das Youngsche Modul spha¨-
rischer Polymerbu¨rsten fu¨r unterschiedliche Parameterkonfigurationen bestimmt. Wir
konnten durch Zug an einzelnen Ketten eine auf das Objekt wirkende Spannung de-
finieren und gleichzeitig mit Hilfe der Eigenwerte des Gyrationstensors die zugeho¨rige
Dehnung messen. Es zeigt sich, dass der Wert des Youngschen Moduls mit steigender
Kettenla¨nge wa¨chst, jedoch mit steigender Kettenzahl abnimmt. Insgesamt hat sich das
verwendete experimentelle Schema jedoch als verbesserungsbedu¨rftig erwiesen, da nur
u¨ber einen kleinen Bereich die elastischen Eigenschaften der Polymerbu¨rste und nicht
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die der sie konstituierenden Ketten allein gemessen wurden.
Trotz allem bildet das Experiment einen guten Ausgangspunkt fu¨r weitere Studien zur
Elastizita¨t von mikroskopischen Objekten. Dabei sind die vorhandenen Simulationen
auch leicht auf weitere mikroskopische Teilchen, wie z.B. Mikrogele oder spha¨rische Mi-
zellen anzuwenden. Eine Verfeinerung insbesondere bei der Bestimmung des Youngschen
Moduls ko¨nnten weitere Computerexperimente liefern. Ein Beispiel dafu¨r wa¨re die An-
passung des experimentellen Setups zur Kompression eines mikroskopischen Objekts
zwischen parallelen Platten fu¨r die Bestimmung des Youngschen Moduls. Ein weiteres
sehr vielversprechendes Vorhaben ist die computertechnische Realisierung des Experi-
ments von Wyss et al. [46], welches die gleichzeitige Bestimmung des Kompressionsmo-
duls sowie Schermoduls des untersuchten Objekts ermo¨glicht.
Die vorliegende Arbeit bildet die Basis fu¨r weitere Untersuchungen zu den elastischen
Eigenschaften mikroskopischer Objekte. Diese ko¨nnten insbesondere wichtig sein fu¨r die
Untersuchung von Kristallstrukturen auf Basis der Minimierung der elastischen Energie
des Gesamtsystems. Weitere Anwendungsgebiete liegen in dem Versta¨ndnis biologischer
Prozesse sowie der Erforschung gezielter Medikamentenzufuhr.
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A. Zusammenfassung
In der vorliegenden Arbeit werden die elastischen Eigenschaften spha¨rischer Polymer-
bu¨rsten mit Hilfe von Computersimulationen untersucht. Die Elastizita¨t einzelner Mo-
leku¨le stellt ein insbesonders experimentell zur Zeit viel untersuchtes Forschungsgebiet
dar. Erkenntnisse hieru¨ber sind fu¨r viele Themengebiete von Nutzen, wie dem na¨heren
Versta¨ndnis biologischer Prozesse [7], dem zielgerichteten Transport von Medikamen-
ten [27, 15] sowie der Untersuchung von Kristallisation auf Basis der Minimierung der
elastischen Wechselwirkungen, um nur einige Beispiele zu nennen. Weiteres Interesse
besteht an dem Versta¨ndnis des Zusammenhangs zwischen den makroskopischen Elasti-
zita¨tseigenschaften eines Materials und den Eigenschaften der es konstituierenden Teil-
chen.
Spha¨rische Polymerbu¨rsten bestehen aus Polymerketten, die mit einem Ende auf einem
zentralen Kolloid verankert sind. Wir bescha¨ftigen uns zuna¨chst mit den Eigenschaften
freier Polymerbu¨rsten in Abwesenheit externer Kra¨fte und zeigen, dass diese einen im
Vergleich zu Sternpolymeren unterschiedlichen Dichteverlauf aufweisen. Erst fu¨r sehr
hohe Kettenla¨ngen wird der Sternpolymer-Grenzfall angenommen. Des Weiteren nimmt
die Anisotropie sowie die Aspherizita¨t des Systems mit steigender Kettenla¨nge und ins-
besondere steigender Kettenzahl ab.
Die Eigenschaften der freien Polymerbu¨rste dienen uns als approximative Charakteri-
sierung ihrer a¨ußeren Form. Letztere beno¨tigen wir bei der U¨bertragung der makro-
skopischen Konzepte der linearen Elastizita¨tstheorie auf den mikroskopischen Fall. Wir
zeigen, dass die Bestimmung elastischer Moduln bei mikroskopischen Objekten mo¨glich
ist und physikalisch sinnvolle Resultate aufweist. Dabei wird die Form einer spha¨rischen
Polymerbu¨rste sowohl mit Hilfe des zugeho¨rigen Gyrationstensors als auch des zweiten
Moments der Dichteverteilung angena¨hert und wir pra¨sentieren, dass beide Methoden
eine gute U¨bereinstimmung liefern. Wir beobachten Poissonzahlen, die im Gegensatz zu
makroskopischen Materialien nicht konstant, sondern auf Grund der radialen Inhomo-
genita¨t des mikroskopischen Objekts abha¨ngig von der Sta¨rke der Kompression sind.
Trotz allem liegt ihr Wert u¨ber weite Parameterbereiche innerhalb des fu¨r makrosko-
pische homogene und isotrope Materialien physikalisch sinnvollen Intervalls 0 < ν < 1
2
.
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A. Zusammenfassung
Der absolute Wert der Poissonzahl einer spha¨rischen Polymerbu¨rste wa¨chst mit steigen-
der Kettenla¨nge sowie Kettenzahl, wobei die Gesamtmonomerzahl nicht als alleiniger
Grund dafu¨r angesehen werden kann.
Motiviert durch diese Ergebnisse bestimmen wir des Weiteren das Youngsche Modul
spha¨rischer Polymerbu¨rsten fu¨r unterschiedliche Parameterkonfigurationen. Wir ko¨nnen
durch Zug an einzelnen Ketten eine auf das Objekt wirkende Spannung definieren und
gleichzeitig mit Hilfe der Eigenwerte des Gyrationstensors die zugeho¨rige Dehnung mes-
sen. Es zeigt sich, dass der Wert des Youngschen Moduls mit steigender Kettenla¨nge
wa¨chst, jedoch mit steigender Kettenzahl abnimmt. Insgesamt erweist sich das verwen-
dete experimentelle Schema jedoch als verbesserungswu¨rdig, da nur u¨ber einen kleinen
Bereich die elastischen Eigenschaften der Polymerbu¨rste und nicht die der sie konstitu-
ierenden Ketten allein gemessen werden.
Die vorliegende Arbeit bildet die Basis fu¨r weitere Untersuchungen zu den elastischen
Eigenschaften mikroskopischer Objekte. Die vorgestellten Ergebnisse liefern wichtige In-
formationen, die bei Design und Umsetzung neuer Computerexperimente auf diesem
Gebiet helfen werden.
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B. Abstract
We use computer simulations to discuss the elastic properties of a spherical polymer
brush. There are several experimental studies of the elastic properties of single-particle-
systems in the recent time. Knowledge about the latter is important for a variety of
topics such as the understanding of biological processes [7], the design of target-oriented
drugs [27, 15] as well as the study of crystallization on the basis of the minimization of
the elastic interactions. Another topic of interest is the relation between the macroscopic
properties of a material and the microscopic ones of the constituent particles.
We study the properties of spherical polymer brushes. They consist of polymer chains,
which are fixed with one end to a central colloid. First we discuss the properties of
polymer brushes in the absence of an external field and present that they show a density
decay, which is different from the star-polymer case. Only for large chain lengths a
crossover to the star-polymer-limit can be expected. Furthermore the anisotropy and
the asphericity decrease with increasing length as well as increasing number of chains.
We use the properties of free brushes as a characterization of their outer shape. The
latter we need as a reference, when we try to adapt the theory of linear elasticity from
the macroscopic case, it is designed for, to the microscopic one. We show, that the
determination of the elastic moduli of a microscopic object is possible and that it delivers
physically reasonable results. We characterize the shape of the polymer brush with the
help of the Gyration tensor of the system as well as the second moment of the density
distribution. The results obtained with the two methods are in good agreement. We
observe Poisson’s ratios, which in contrast to the macroscopic case are not constant.
Due to the radial inhomogeneity of the microscopic object they are dependent on the
strength of the compression. Despite of this the Poisson’s ratios of the polymer brushes
studied have values in the interval 0 < ν < 1
2
for a broad range of parameters. This
interval is the physically reasonable one for macroscopic, isotropic and homogenous
materials. The absolute value of the Poisson’s ratio of a spherical polymer brush grows
with increasing number of chains as well as increasing chain length. We are able to
show, that the increase in the total number of monomers is not the only reason for this
behavior.
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B. Abstract
In addition we determine the Young’s modulus of spherical polymer brushes for a broad
configuration of parameters. For that purpose we define a tension acting on the brush
by pulling some of the chains. At the same time we measure the deformation of the
object with the help of the eigenvalues of the Gyration tensor. We show, that the value
of the Young’s modulus grows with increasing chain length and drops with increasing
number of chains. The experimental setup used in our simulations need to be improved
for further investigations since we measure the elastic properties of the polymer brushes
only in a small regime.
This work is the basis for our upcoming studies of the elastic properties of one-particle
systems. The presented results deliver lots of information, which will help to design and
to implement future computer experiments in this field.
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